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Développements  en  séries  trigonométriqucs  de  certaines  fonctions 
périodiques  vérifiant  V équation  A  F  =  o  ; 

Par  M.  APPELL. 


Soit  F(x,y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  réelles  x, y,  z  que 
nous  considérons  comme  les  coordonnées  rectilignes  rectangulaires 
d'un  point  M  ;  supposons  que  cette  fonction  vérifie  l'équation 

A„       d*F        d*F        d2F 

dx1-        oy*         azz 

et  admette  par  rapport  à  x  la  période  20c,  c'est-à-dire  remplisse  la 

condition 

F(x  4-  2 a,  y,  z)  =  F(x,  7,  z). 

Il  résulte  du  développement  en  série  de  Fourier  que,  si  cette  fonc- 


AI'PKT.I. 


,; |  régulière  en  tous  les  points  de  l'espaee  situés  a  hnteneurdun 

X£e  parallèle  à  1* les, ■ ,ées  *   eUe  est,  amst  que  toute 

Js  dérivées  partieUes,développablé  en  une  séné  tngonometnque  de  la 


forme 


0   =2(AvCOs^+Bvsinv-^), 


convergente  en  tous  les  points  de  l'intérieur  du  cylindre:  les  coeffi- 
cienls  \vei  Bvsont  des  fonctions  dey  et  z  vérifiant  l'équation 


<Y\     .    &\ 


d 


_j —  — —  V    =  O. 


Si  la  fonction  Fi  >,  y,  -  ,  admel  la  période  ?.y.  par  rapport  à  x  et  la 
période  a(3  par  rapport  à  y, 

!••,.,       aa,y,  s)      F(a?,y  -  20,  s)  =  Hx>y>  r): 

,.|,  gj  elle  es!  régulière  en  tous  les  points  de  l'espace  situés  entre  deux 
plans  parallèles  au  plan  a?Oy,  cette  fonction,  ainsi  que  ses  dérivées, 
CSj  dévcloppable  en  une  double  série  de  la  forme 

l     '•'••-'       1  (  Wosil    cos    p    +B|l,„coBErBm-f 

•   (.,,,,  sur  rcos-^+D^vsin^rsin-pJJ 

convergente  en  tous  les  points  considérés;  les  coefficients  A!JV,  B^v, 
(         h     sont  des  fonctions  de  svérifianl  l'équation  différentielle 


d*\ 


d*\  v»\fl 


Je  me  suis  proposé  d'appliquer  ces  propositions  générales,  qm  sont 
bien  connues,  aux  fonctions  les  plus  simples  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes.  !><•  même  que,  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  va- 
riable imaginaire,  les  fonctions  périodiques  les  plus  simples,  après  les 
fonctions  périodiques  holomorphes,  sonl  celles  qui  admettent  une  inti- 
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nitô  de  pôles  distribués  régulièrement  dans  le  plan  comme  cot.3  ou  sn^; 
dans  la  théorie  des  fonctions  de  trois  variables  x,  y,  z  vérifiant  l'équa- 
tion AF  =  o,  les  fonctions  périodiques  les  plus  simples,  après  les  fonc- 
tions périodiques  régulières  en  tous  les  points  à  distance  finie,  sont 
celles  qui  admettent  une  infinité  de  pôles  distribués  régulièrement 
dans  l'espace,  le  mot  pâle  étant  employé  ici  dans  le  sens  que  nous  lui 
avons  donné  précédemment  (  Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  5  février  i883,  et  Acta  Malhemalica,  t.  IV, 
p.  3i3).  Ces  fonctions  périodiques  se  présentent  dans  la  résolution  de 
différentes  questions  de  Physique  mathématique,  ainsi  qu'il  résulte 
d'une  remarque  de  Riemann  ('),  de  plusieurs  Notes  présentées  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  par  MM.  Boussinesq  (2),  de  Saint- Venant,  Fla- 
mant (3)  et  Chcrvet  (4);  ces  applications,  avec  quelques  autres  que 
j'ai  eu  l'honneur  d'indiquer  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  le 
28  janvier  1884,  se  trouvent  résumées  dans  un  Mémoire  Sur  quelques 
applications  de  la  fonction  Z(x,  y,  z)  à  la  Physique  mathéma- 
tique, publié  dans  les  Acta  mathematica,  t.  VIII,  p.  26.J. 

Les  développements  en  séries  trigonomé triques  obtenus  dans  le  pré- 
sent Mémoire  se  prêtent  facilement  au  calcul  numérique.  Comme  on 
le  verra,  ces  développements  présentent  une  analogie  intéressante 
avec  ceux  des  fonctions  simplement  et  doublement  périodiques  et,  en 
particulier,  des  fonctions 

logsin(a;  -\-  yi)  sin(a?  —  yi), 
\ogti(x-hyi)Q(x-yi) 

qui  satisfont  à  l'équation 

-S-T  "+■   T^   ~  °- 
ojc-         ay- 

Lcs  principaux  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire  ont  été  indiqués 
dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  le  21  juin  1886. 


(*)  Schwcre , E lectricitàl  und Magne  tismus,  bearbeitet  von  llattenclorff,  p.  84- 

(2)  3,  3i  janvier,  3o  mai  1870. 

(:i)   3,  io,  24  avril  1882;  12,  19  novembre  1 883. 

(v)  24  septembre  i883;  11  février  1884. 


S  APPELL. 

1.   Soit  c,(  / .  w  z\  a)  la  fonction  définie  [>ar  la  série 

'"   »'<*'*  "  ">  =  vW^  ^^  [|,-M)'.+/+J  ~  v^gj' 

où  tous  les  radicaux  Boni  pris  positivement,  la  sommation  désignée  par 
1  g'étendanl  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m  positives  et  négatives, 
zéro  excepté. 

Cette  fonction  z,  satisfait  à  l'équation  différentielle 

_  <r-zx      <r-ex      <r-zx  _ 

elle  esl  finie  el  continue,  ainsi  que  toutes  scs.dérivées,  en  tous  les  points 
•  le  l'espace,  à  l'exception  des  points  a\ ant  pour  coordonnées 

./•       ma.  y  =  o,  z  —  o 

///  prenanl  toutes  les  valeurs  entières,  zéro  compris;  enfin  elle  ne  change 
pas  quand  on  augmente  a?  de  la  constante  a  : 

ë4(o7-Ha,y,  z\a)  =  ei(xiy,  z\  a). 

Celte  dernière  propriété  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  diffé- 
rence 

£,(./• -w/,.r-  ">-  ©.(a?,/,  s) 
pi  ni  s'écrire 

V  -1. 

*d    \y[x  —  (m  —  i)a]a-|- v'+s*        i/(;r-ma)J+yl  +  ;»    ' 

série  dont  la  Bomme  est  évidemment  nulle,  puisque  les  ternies  se  dé- 
truisent deux  à  deux. 

En  employant  la  terminologie  que  nous  avons  introduite  dans  un 
Mémoire  Sur  les/onctions  de  trois  variables  réelles  .satisfaisant  à 
l'équation  différentielle  AT  o  |  icta  mathematica,  t.  IV,  p.  3i3), 
nous  dirons  que  cette  fonction  :,  est  régulière  en  tons  les  points  à  dis- 
lance finie,  à  l'exception  des  points  (2),  qui  sont  des  pôles  de  ré- 
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sidu  -h  r ,  qu'elle  a  un  point  singulier  essentiel  à  l'infini,  et  qu'elle  admet 
le  groupe  de  périodes  (a,  o,  o). 

J'ajoute  qu'à  l'aide  de  cette  fonction  on  peut  exprimer  le  potentiel 
d'une  masse  liquide  limitée  par  deux  plans  parallèles  et  traversée 
par  un  flux  d'électricité  à  l'état  permanent,  comme  il  résulte  d'une  Note 
présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du  -±f\  sep- 
tembre 1 883,  par  M.  A.  Ghervct. 

En  tous  les  points  de  l'espace  autres  que  les  points  de  l'axe  Ox,  cette 
fonction  s,  et  toutes  ses  dérivées  pourront  être  développées  en  séries 
trigonométriques  procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 

de  — —  •   En  particulier,  on  aura,  en  tous  ces  points, 


(x,y,  z\  a)  =  A0-h  A,  cos— - — h... -h  Avcos— — — \- 


développement  qui  ne  contient  que  des  cosinus,  car  la  fonction  s,  est 
paire  en  x. 

Les  coefficients  A0,  A,,  . . .,  Av  de  ce  développement  sont  des  fonc- 
tions de  y  et  z  que  nous  allons  déterminer. 

En  posant,  pour  simplifier, 


(3)  y 


.2 


on  a 


(  f\       o       *      v' r       i  i 

y/a.,2-h  u        ~*   \_SJ{X  —  ma)'1  ■+-  u         \Jmrai\ 

ce  qui  montre  que  les  coefficients  cherchés  A0,  A,,  . . .,  Av  dépendenl 
uniquement  de  u  et  de  a.  Au  lieu  de  calculer  directement  ces  coeffi- 
cients, il  est  plus  simple  de  déterminer  leurs  dérivées,  par  rapport  à  u, 

r/A0        <7.\  |  <YAV 

du         du  du 

En  différentiant  les  développements  précédents  par  rapport  à  m,  on 
obtient 

,f.\  dZ.  dA0  (VA,  -2.TZX  rfAv  2V7ZX 

(5)  -r1  =  -r-  +  -^  COS h  .  .  .  -h  -r1  COS h.... 

du  du  du  a  du  a 

Journ.  de    Math.  {\*  série),  tome  III.  —  Kasc.  I,  1887.  - 
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puis,  d'après  (  \  I, 


du  u)\        2         nx-ma)*+uy 


,,11.  plus  simplement, 

m 

d&i  '    V 

(6)  ,/„ 


Pour  calculer  les  coefficients  ^,  non.  emploierons  nne  transfor- 
mation  indi  ée  par  Riemann  (Schwere  Ekciricitât  und  Magne- 
tismus,  bearbeitcl  von  Hattendorff,  p.  88),  qui  nous  a  été  signalée 
par  M de  Kowaleski. 

Soil  \  une  quantité  positive,  l'équation 

r(;HrG)    t 

donne 

ou,  <'ii  posant  s  —  \  /. 

\r  v 

I  )on<\  en  faisant 

\   =  (./;  —  ma)2  -r  //. 

!     Ç^ {le  "- •    l"dl, 


|i.,         ,n.n'    ■    il  |- 

cl ,  d'après  1 1 

du  s      !  -* 

Or,  si  l'on  fait,  ensuivant  les  notations  de  MM.  Briot  ii   Bouquet 
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dans  leur  Théorie  des  fonctions  elliptiques, 


ô3(#,  co,  o)')=   2 

m  =— 

on  voit,  en  posant 


m  =-t-  oo 

—  i2/H.r-f-/n2  6)  ) 


tO  =    —  j  CD    =  —    « . 


(jue  la  série  qui  ligure  sous  le  signe   /   dans  la  formule  (7)  est 


oc,  ^>  —  a 


On  peut  donc  écrire 
Si,  d'autre  part,  on  fait 

7103/  71 ; 

et 


£,(./••)  =  1  H-  2^/?vi 


2  VTZ.2? 
COS  : 


on  sait  que  l'on  a  (Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, p. 32o) 

•r-,(.x-)=y/^.^'03(.r,  co,  a,'), 
c'est-à-dire,  dans  le  cas  actuel, 

Sa (a?)  =  at/^ cr"1 0, f#,  ^ ,  -  a) ; 


d'où 


'•  ",«.f*.3'-«)  =  -s%». 


,2  APPKLL. 

Substituant  dans  l'équation  (8),  on  obtient 

(Bl  =  -  l  f~c-""ï3(x)dL 

du  a  J0 

Enfin,  en  mettant,  pour  &,(*),  son  développement  en  série  trigono- 
métrique 

v  =  oc        n*v« 


on  obtient 

lin  =_  1  /    e-,Hdt-  -Y  /     c        ""dlcos— —  ■ 
du  aj0  aAJ, 

(  )n  a  ainsi  le  développement  de  ^  en  série  trigonométrique.  Les 
coefficients 

d\0       d\t  d\v 

~~dû  '      ~du~  '      "  '  '       ^« 

de  ce  développement  sonl 

1^2=-  -  re-"<dt=-±, 

\   du  aj0  au 

En  intégrant  ces  expressions  par  rapport  à  //.  <>n  a 

où   B0  et   B„  sont  des  constantes  indépendantes  de  m.   Nous  allons 
montrer  que   toutes  ces  constantes  P>v  sonl  milles,  sauf  B0  qui  est 
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égale  à 

^(log2«-   G), 


G  désignant  la  constante  d'Euler  0,57721a. 
La  fonction 


=2  ^ 


2  vie  X 
COS 

a 
V  =0 


vérifie  l'équation  As,  =  o;  or,  Av  étant  une  fonction  de  u  =  y2  -h  z2, 
on  a 

â-S,              x"<  {iv2n-  a            -zv-kx 
1     COS  , 


dx1 


2^A, 


V  =  0 
v  =  = 


dy*    ~~  2i  V2  du    +  ^    rf**2 


à1  G  !         v*  /    <^Alv         /     o  <^2  Av\  2  vit  j; 

COS  : 


:.r 


dAv         ,     «>  rf2Av\  2™ 


2T7^  +   4-^T     COS 


ds2  ^-J  \     du  du1  J  a 

v=o 

la  somme  de  ces  dérivées  étant  nulle,  on  doit  avoir 

v                                      d2A.v        dX,,        v2t:2  . 
(11)  u-j-i-^-f1 rAv=o. 

v      7  du-  du  a- 

On  vérifie  sans  peine  que  l'intégrale  définie 

,^-^Jldt 


I. 


-if* 


est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  (11),  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

,       ,  <-/2Iv         d\y         vsics  j 

^       '  <i«2  <:/«  a2     v 

D'après  les  valeurs  (10)  trouvées  pour  les  coefficients  Av,   on  aurait 

Av=  Iv-h  Bv, 
Hv  étant  indépendant  de  u.  En  substituant  cette  valeur  de  Av  dans  lé- 


I  I 
quation 


M'I'KI.L. 


(ll)ri  tenant  compte  de  l'équation  (12),  on  trouva 

•i-r.-  . , 

,  Bv  =  o, 


ce  qui  donne  Bv=  <»  pour  toutes  les  valeurs  de  v  autres  que  zéro.  Pour 
vérifier  la  relation  (12),  il  suffit  de  partir  de  l'identité 


dite  "'   V^)=e 


I  —  tu  -\ 57  )  dt, 

a- L    ' 


c,  d'intégrer  les  deux  membres  entre  les  limites  0  et  »,  en  remarquanl 
qUe  l'intégrale  du  premier  membre  s'annule  aux  limites. 

Il  n0us  reste  donc  à  déterminer  B0.  Pour  cela,  nous  calculerons 
directement  le  premier  coefficienl  A0  du  développement  de  s,. 

I  ,a  formule 


©,  =  A„-hA,  cos^  +  ...-+-Avcos-^-+-.. 


donne,  en  effet,  d'après  Fourier, 

A„      -J    :,  dx. 

Prenons,  dans  la  série  (1)  qui  définit  e,,  les  termes  correspondant 
aux  valeurs  de  m  comprises  entre  -  A  el  -+-/.-,  k  étanl  un  entier  positif; 
el  soil 


S*  =  - 


ma)2 -h  11        \  [■'■  +  ma)* -h  n 


ma 


|a  somme  ainsi  obtenue  :  cette  somme  tendra  vers  3,  quand  on  fera 
augmenter  k  indéfiniment. 


(  )r  on  a 


/  1       "      \ 

Skdx      log 


V 


.  (l  —  1/1  )'/         \  11  Wî  )'-/  « 

== — 
—  ma      \  m 'a'      a 


I  „,,,,     :-i/([  +  //M',/-'  11 

=L=r- 

ma      \  m  'a'  +■  k  m 
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Si,  dans  le  second  membre,  on  remplace  la  somme  des  logarithmes 
par  le  logarithme  du  produit,  on  voit  que  les  mêmes  facteurs,  saut' 
deux,  se  retrouvent  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et  Ton  obtient 

_  inJ*  +  1)g  +  \/(^  +  I)ifl!+"       2(l   ,    '        « 


/    SA  dx  —  log 


—  ka-\-\Jk*a?+u 
Comme  Ton  a 


ko  -+-  \l k'1  a?  -+-  a 


—  ka  -+-  \/ À'2  a2  -+-  u  " 

on  peut  écrire,  en  ajoutant  et  retranchant  2  log/i, 

r"§  dx  =  io "•  ^ ( A  +  ' } a + v/(- A  + j ): fl2  +  ^  1  ( *a  +  v^1 ~r  "  ' 


-4-i  h-  I  +...-+-  1  -log7f 


Si  /i  augmente  indéfiniment,  SA  tend  vers  s,,  et  Ton  a 

3,  ûfo  =  lo8'^7  —  2C, 

0 

G  désignant  la  constante  d'Euler, 

G  =  l'un  \l  +  -,+l+---^-k~  l°ë") 

pour  A  infini  :  cette  constante,  que  Gauss  désigne  par  —  M  (o),  a  pour 
valeur,  d'après  Gauss  (IVerkc,  III  Band,  p.  i54), 

C  =-¥(o)  =  o,577i.i566...; 

donc,  enfui, 

eidx  =  -  î-\og,u-h-(log2a  —  C). 

0 

En  résumé,  si  l'on  fait 
et(x,y,z;  a)=  A0  +  A,  cos^  -+-...+  Avcos-^  +..., 


APPKU  ■ 

les  coefficients  onl  pour  valeurs 


A 


-  _  IlogM-H  -(log2a  -  C), 


a 


'o-        a 


m  désignanl  la  quantité/3-!-  "• 
•2.   En  remplaçant  «  parnne  nouvelle  variable  ,  liée  à  «  par  la  relation 


a\JTi 

il  vient  ,- 

ItV  V» 


Av  =  -        c     «    V     '  '  — , 

h  donc  on  désigne  par/  e  I  L'intégrale  définie  suivante,  qui  dépend  du 
seul  paramètre  £  supposé  positif, 

/<«)  =  ;/  c  T' 

on  pourra  écrire 

',     r(™ÏÏ\  *   f( ■*&+'*    ). 

(i3o  v   «A  «  J    «A    ~  / 

Nous  avons  vu  que  ce  coefficient    Av  vérifie  l'équation  différen- 
tielle (n), 


// -)-  — -. —  —  — —  /\v  —  n  < 

du*  du  a* 


introduisons  dans  cette  équation  la  variable  indépendante  e  liée  à  u 
par  la  relation 


TV  l   II  à1  s1 

£  =  — — .         "  =  -n 


iquation  différentielle  deviendra 


/  \        ,/\ 


M)  t-JF^l/T-  l<  v 


i     V  ~  o. 
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Il  serait  d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement  que  l'intégrale  dé- 
finie 

satisfait  à  cette  équation.  Il  suffirait  de  partir  de  l'identité 

iI^iKW)]=[-;('+-0,+T+K'+9]-",W) 

et  d'intégrer  les  deux  membres  entre  les  limites  o  et  oc,  en  remarquant 
que  l'intégrale  du  premier  membre  s'annule  aux  limites. 
Si,  dans  l'équation  différentielle  (i4)>  on  fait 


elle  devient 

d2  Av        d-  A,,  . 

ce  qui  est  l'équation  différentielle  bien  connue  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  de  Fourier 

J0(?])  =  I  —  \  +  -?« ï7l7T2  -*"•  •  -5 

"\     1/  22  22^2  224    " 

qui  est  un  cas  particulier  des  fonctions  de  Bessel  {voir,  par  exemple,  le 
Traité  de  Todhunter  :  The  Funclions  of  Laplace,  Lamé  and  Bessel , 
Chap.  XXXII). 

Une  seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  esl 
fournie  par  la  fonction  complémentaire  Y0  introduite  par  Neumann  : 
Théorie  der  BesseVschen  Functionen,  Leipzig,  1867,  §  17).  L'inté- 
grale /'(£)  est  donc  de  la  forme 

/(e)  =  AJ,(aeV=l)-»-BY0(ac^=n)l 

A  et  B  désignant  des  constantes  numériques  ('). 
Cette  intégrale 

(')    Voyez  un  Mémoire  de  M.  II.  Weber,  Journal  de  Crelle.  t.  75. 

Journ.  de  Math,  {!\°  série),  tome  III.  —  l'use.  I,  1887.  «J 
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a  été  employée  par  Riemann  dans  la  solution  d'une  question  de  Phy- 
sique mathématique  :  Zur  Theorw  der  NobilVschenFarbenrmge(  ). 


En  écrivanl 


,.,  remplaçant,  dans  la  première  intégrale,  t  par  l-,  on  voit  qu'elle  de- 
vienl  identique  à  la  seconde;  donc 

Faisant  alors 

-  =  t  +  y//»-!  , 

•  m  trouve 

ce  <|iii  »-sl  l'intégrale  considérée  par  Riemann  à  la  page  58  du  Mémoire 
ni/-.  D'après  ce  grand  -éomètre,  la  fonction  /(s)  est  développablc  en 
série  bous  la  forme  suivante 


'-•  il,,rm,=i,iï'"'-i<>-i> 

m  =  0 

T<  ///  i  désignant,  suivant  la  notation  de  Gauss,  la  fonction 


rflog  V(//l  -+-  i) 


<7//> 


Cette  même  intégrale  a  été  développée  en  série  semi-convergente  par 
\l.  Stiekjes  dans  une  thèse  soutenue  devant  la  Faculté  des  Science  de 
Paris,  I-   m»  juin  1886  (a  }. 


Riemann's  Gesammelte  mathematische  II  erke,  p.   >'|. 

1    1  ilemenl  un  Mémoire  de  M.  Lipschitz,  Journal  de  Crelte,  t.  56. 
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Dans  le  Mémoire  de  Riemann  :  Zur  Théorie  cler  Nobilïschcii 
Farbenringe,  cette  fonction  f(e)  est  introduite  pour  calculer  les 
coefficients  du  développement  en  série  trigonomé  trique  de  la  fonc- 
tion 

m  = + » 

où 

/-  =  x-  -h  y. 

Or,  d'après  les  notations  que  nous  employons  dans  le  présent  Mémoire, 
on  a 

h}  >  4p;  --  ^===  -h  ^  [v/>r-2+~7^(3_/;/lpy2  ~  v/I6/**p*)J' 

la  fonction  U  de  Riemann  est  donc 

U  =  e,(*-a,  #,7;  4(3)  -  e,(>  -  a  -+-  20,  x,y,  4£) 
-  ©,(*  -h  a,  a?,  7;  4^)  -h  e,(z  -h  a  -h  «p,  »,y;  4P). 

En  remplaçant  la  fonction  G,  par  les  développements  qui  résultent 
des  formules  (i3)  et  (i3'),  on  retrouverait  l'expression  de  U  donnée 
par  Riemann, 

U-Ysin  — z- ^_  /      e         dt 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  im- 
paires de  n. 

En  se  reportant  à  la  Note  de  M.  Chervet  (Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  it\  septembre  1 883),  on  voit  que 
le  potentiel  déterminé  par  M.  Chervet  est,  à  un  facteur  constant  près, 

©1(^7,  -î  27:)  —  zt(x  -hit, y,  z;  2-), 
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c'esU-dire,  d'après  le  développement  que  nous  avons  trouvé. 

;  1 11  -(-  Ov]/(W/2+s2) C0SVJ; 

v  =  l 

on.  (dus  simplement, 

-  2/[(i2W+  Ov7/2-^  *f]  cos(2«  -+-  i)x. 

n        0 

T>.  Voici  maintenant  an  développement  analogue  au  précédent,  re- 
lalil  à  une  fonction  qui  admet  deux  groupes  de  périodes. 

Désignons  |>ar  a  et  h  deux  quantités  positives,  par  w  el  n  deux 
nombres  entiers,  et  faisons 


/„,,„  =  VO  ~  ma)1  -h  (y-  nb)2  H-  3 ■ , 
p,„,n      \im2a*  +  n*b2. 

La  fonction  dont  il  s'agil  esl  définie  par  la  série 

i          v  Y    '              l          amx  -\-  bn  y  , 
(i5)    :,('•-  v.  -:  a,  »)=  —  +  Z  (7 Tt -)' 

•*  "o,0  ■*"    \'in.ti  ?m,n  r iii.'i 

l,i  somme  Y  étant  étendueà  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  né 
natives  el  nulles  de  m  el  //,  la  combinaison  m  =  n  =  o  étant  seule  ex- 

0 

ceptée.  Cette  fonction  z,  vérifie  l'équation  Aea  =  o  ;  elle  a  pour  pôles 
de  résidus   ;   i  tous  les  points  de  coordonnées 

x      ma,        y  =  ///>,         z  =  o, 

m  el  //  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  négatives  el  nulles; 
elle  esl  régulière  en  tous  les  autres  points  de  l'espace  situés  à  distance 
finie.  I  iQ  fonction  :  .  ne  change  pas  quand  on  ajoute  a  à  x  ou  h  à  v  :  en 
d'autres  termes,  on  .i 

> .  \       h.  :■)  =  2,(a?,y,  s); 
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c'est  ce  que  l'on  vérifie  immédiatement  sur  la  série  (i5)  en  formant  la 

différence 

Q3(x  -+-  a,  y,  z)  -  e2(x-,  y,  z), 

et  groupant  ensemble  les  termes  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  m 
égales  et  de  signes  contraires  :  on  reconnaît  alors  que  cette  différence 
est  nulle.  Enfin  la  fonction  82  est  paire  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables x,  y  et  z. 

Cette  fonction  se  présente  dans  différentes  questions  de  Physique, 
notamment  dans  la  détermination  du  potentiel  en  un  point  d'une  masse 
fluide  indéfinie,  ayant  la  forme  d'un  prisme  droit  à  base  rectangle,  tra- 
versée par  un  flux  d'électricité  ('),  ou  dans  l'évaluation  des  vitesse 
aux  différents  points  d'un  liquide  qui  s'écoule  par  le  fond  d'un  vase 
prismatique  à  base  rectangle  (2),  enfin  dans  la  détermination  de  la 
fonction  de  Green  pour  un  prisme  droit  indéfini  à  base  rectangle. 

Dans  tout  l'espace  situé  d'un  même  côté  du  plan  des  coordonnées  xy, 
par  exemple  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  z,  cette  fonction  et 
toutes  ses  dérivées  sont  développables  en  séries  trigonométriques  pro- 
cédant suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  — ■ —  et  ^—-   En 

r  a  b 

particulier,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  plus  grandes  que  zéro,  la  fonc- 
tion e.2(x,y,  z,a,  b)  est  développable  en  une  double  série  de  la 
forme 

(lk)  £■>  =        >        A„vCOS  — COS— jt-, 

ne  contenant  que  des  cosinus,  puisque  la  fonction  82  est  paire  par  rap- 
port à  chacune  des  variables  x  cl  y.  La  connaissance  de  ce  développe- 
ment est  importante  pour  le  calcul  numérique  de  la  fonction  e2. 

Les  coefficients  A^v  sont  des  fonctions  de  z;  en  procédant  comme 
précédemment  pour  la  fonction  G,,  nous  calculerons  d'abord  les  dé- 
rivées —^-  de  ces  coefficients  par  rapport  à  r. 


(')  Voir  une  IS'ote  présentée  par  MM.  Chenet  et  Appell  (Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCVIII,  p.  359. 

(*)  Voir  différentes  Notes  de  M.  Boussinesq  (Comptes  rendus  des  séances  de 
r  Académie  des  Sciences,  séances  des  3  et  3i  janvier,  3o  mai  1870. 
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D'après  Les  développements  ci-dessus  (i5)  et  (i6),on  a,  en  différen- 
liani  par  rapport  à  z, 

m  n  =  4-  * 

(«7) 


-1    :  —     >  ,       COS  — COS— 7^ 


\  oici  comment  on  peut  calculer  les  coefficients  —^  de  ce  dernier 

développement. 

I  )  'api es  l'équation  de  la  page  10, 

-1  =  4=  f  ****** 
dans  Laquelle  on  fait 

N  =  '•;„„  =<■'•-  ma)-  +■  {y  -  nbf  -+■  sa, 


on  a 

i  ■>. 

rm,n  y 

donc 


:  Ç^'  )ftdt.e-t[{x-ma)*Jhly-nb)tJhst]', 


m ,  n  — -t-  « 

(  )r,  en  Buivanl  1rs  mêmes  notations  que  plus  haut,  on  a 

m:  4-» 

II)         —  X) 

n       4-  » 

n     ■  -  « 

cl .  par  Miiic, 
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D'autre  part,  d'après  la  transformation  des  fonctions  0.,  en  fonc- 
tions Sr3,  rappelée  précédemment  (p.  n),  on  a 

e~tx  OJx,—,  —  a  )  =  ^-pi   1  +2  >  e    "-'  cos 

V       at  J         a\ft\  **  « 

et,  en  multipliant  membre  à  membre,  on  peut  écrire 


«6£  -^   ""  a  b 


-=-    >    Ae    'v«    *  'cos-!—-  cos 
\bt  **   4 


avec  celte  convention  que  le  coefficient  4  du  terme  général  doit  être 
remplacé  par  i  quand  l'un  des  entiers  \x  ou  v  est  nul,  et  par  i  quand 
les  deux  entiers  \x  et  v  sont  nuls.  En  substituant  dans  l'expression  (18) 

de  -r-%  on  trouve  pour  -~  un  développement  de  la  forme  cherchée 


dz 

|i.,V  =  » 
V^     rfAav  2  [XTZJC  2VTT>- 

>         /"'     COS  — ■ COS  — jt-  ■ 

**     dz  a  b 

[J.,V  =  0 


dans  lequel  des  coefficients  ont  pour  valeurs 

,      v  ^iV_        Szs/r.    r  dt    -/3.-î!(S  +  S, 

09)  -dT--^b-J0    fie 

où  le  facteur  8  doit  être  remplacé  par  4,  lorsque  l'un  des  entiers  [/,,  v 
est  nul,  et  par  i  quand  ces  entiers  sont  nuls  tous  deux. 

L'intégrale  définie  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  est  connue  :  elle 
a  été  donnée  par  Legcndre  dans  ses  Exercices  de  Calcul  intégral, 
t.  Ier,  §  IX.  Legendre  démontre,  en  effet,  que  l'on  a 

J„x  1  l  +  JT»  _1 

x  ~*dxe    *«*  =  s/2mte  ". 
n 
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Or,  l'intégrale  qui  figure  dans  l'équation  (19)  est  de  la  forme 

r~dt 


en  \ 


faisant 


/=  f  •'• 


011  obtient 

ce  qui  est  l'intégrale  de  Lcgendre,  dans  laquelle  n  =  —  «s  on  a  donc 

K«.P)=v/îv/|e-"?=ve-"p- 

I )o!ie  enfin,  en  faisant  a  =  z,  p  =  ~t/ -5  •+•  «' 


Tels  sont  les  coefficients  du  développement  de  -p-  Pour  avoir  les  coef- 
ficients A„  ,(!n  développemenl  dee2j  il  faut  intégrer  les  expressions  (  20) 
que  nous  venons  de  trouver. 

Tout  d'abord,  en  supposanl  u,  =  v  =  o  et  se  souvenant  que  le  fac- 
teur 8  doit  alors  être  remplacé  par  2,  on  a 

rfAo.n  ait 


dz  ab 


™0,0  '    ~^~jj    ~+~    "l),01 


itant  une  constante  indépendante  de  x,y,  z.  Puis,  en  supposant 
l'un  au  moins  des  entiers  u  et  v  différent  de  zéro,  on  a 
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où  le  facteur  4  doit  être  réduit  à  2  quand  l'un  des  entiers  [/.ou  v  est  nul, 
et  où  Bjji)V  désigne  une  constante.  Il  est  facile  de  voir  que  toutes  les 
constantes  B^  v,  à  l'exception  de  B00  sont  nulles.  Eu  effet,  si  Ton  ex- 
prime que  la  fonction 


0      — 
o2  — 

[A,V  =  « 

jj.,v  =0 

K 

>vcos 

1  y.-rz 
a 

X 

—  cos 

2VUJ' 
6 

B,= 

d-e. 

+ 

d232 
dj2 

1 

-f- 

dz*-    : 

^O, 

il 

vient 

ePA^, 

-  -  4 

u2 

fë  +  ï 

U-         0- 

)a!M 

=  O: 

) 

dz* 

vérifie  l'équation  \q2 


si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  (21)  de  A^,  dans  laquelle 
B^  est  une  constante  indépendante  de  z,  on  trouve  immédiatement 


ij^lisv  =  0} 


ce  qui  donne  B^  =  o  tant  que  jj.  et  v  ne  sont  pas  nuls  tous  deux. 

En  résumé,  on  a,  pour  la  fonction  s2(x,y,  z\  a,  b),  le  développe- 
ment suivant 

e2(oc,y  z\  a,  &)=  —  ^  +  B0)0 


V        /\  xV    ke  »  «5      ^  2W.Tr^  2V1TV 

-+-   >  ==  cos  -    -cos 


I 

où,  dans  la  somme  V  ,  il  faut  laisser  de  côté  la  combinaison  p.  =  v  =0, 

et  où  le  facteur  4  doit  être  remplacé  par  2  quand  l'un  des  entiers  [J.  ou 
v  est  nul.  Il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  la  constante  B0_o,  qui  dé- 
pend de  a  et  b. 

On  pourra  déterminer  cette  constante  en  attribuant  à  x,y,  z  des 
valeurs  particulières  :  par  exemple,  si  l'on  fait  x  =  y  =  o,  on  a 


B0)0=32(o,  o,  z;  a,  ^)  +  ^7T~2 


'4e 


-2  71=  V^  +  TÎ 


-s/s** 

formule  dans  laquelle  2  a  une  valeur  positive  quelconque. 

Journ.  de  Math.  (4«  série),  tome  III.  —  Fasc.  I,  1887 


I 


._,,;  A.PPELL. 

D'après  une  Noir  Sur  la  distribution  du  potentiel  dans  l'intérieur 
d'une  masse  liquide  ayant  la  forme  d'un  prisme  di  "'  à  base  rec- 
tangle, que  nous  avons  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  M.  <  )her- 
vei  el  moi  (  '  ),  ce  potentiel  s'exprime  par  la  formule 

J  v.  z:aJ»-Z2[r,y+''vz:aJ>). 

car  [g  fonction  appelée  dans  la  Note  y(x,y,  z)  est  Qt(x,y,  z\  a.  h  . 
On  ,.  donc,  en  vertu  du  développement  (22)  que  nous  venons  de 
trouver,  

N    —    V    ±e  —  [1  —  (—  iV   cos- — COS—j— 

!J"  °    v-  !  '* 

ou,  plus  simplement ,  

V  ^71     S     r  V"       &  2a-r  2  0-)' 

«-=>-?■     ,  cos  — —  cos  -^    1 


\::; 


gï 


l'entier  u.  prenant  toutes  les  valeurs  de  0  à  -h  »,  et  l'entier  p  toutes  les 
valeurs  impaires  de  1  à  hoo;  le  coefficient  8  du  terme  général  devra 
être  remplacé  par  '1  dans  tous  les  termes  dans  lesquels  u.  =  o. 

Il  est  intéressant  de  rapprocher  le  développement  (22)  de  la  fonc- 
tion s9  du  développement  en  série  trigonométrique  de  la  fonction  de 
deux  variables  réelles  x  el  y 

,  ■     x    '-  ri    ■     x  —  ri 

w      lo&rsin-  sin — > 

6  a  ■>. 

qui  vérifie  l'équation 

J-ir  W    m- 

<)  1-  ()y- 

<  iommc 

ri/.»        r/        r    l    —  e     1       e    *    —  e     * 

sin  -m  =  -  : 


1  '  1  Séance  du  1 1  IV  \  rier  [884. 
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on  a 

w  =  y  —  2  l°o2  -+-  log'O  —  cxi~y)  -+-  log(i  —  e~xi~y)\ 

d'où,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  y, 

w  =  y  —  2  log  2  —  2  V 


cosvx 


nous  obtenons  ainsi  un  développement  dont  l'analogie  avec  la  série  (22) 
s'aperçoit  immédiatement. 

4.  On  peut  obtenir  le  développement  de  la  fonction  £2  par  une 
autre  méthode  qui  nous  fournira  une  vérification  des  résultats  précé- 
dents. 

Donnons  à  z  une  valeur  positive  c  :  alors  la  fonction  z.2  et  sa  dérivée 

33 

~x—  seront  développables  en  séries  trigonométriques 

^   /  i\  ^     a  2ixita?  2  vit  y 

B2(x,y,  c;  a,  b)=    ^   A^  cos-^  cos -^ 

^39(^r,  v,  c;  a,  6)  v^    dAu  v  2uiTt.r  ?,  v-tt  y 

—        •; — ! — - — -=     >        /''    cos  — — cos— 7-^-, 

OC  -àJ        de  a  b 

jJl,V  =  0 

et  l'on  aura 

=  ^/  ./         S2(a;,  y,  c)cos— ^-cos-^-rf>.', 

'    »fU  =    «     /""'«to  f"dS,(.r    v,c)  jj-*  ««    , 

de  ab  I  de  a  b        J 

où  le  facteur  4  doit  être  remplacé  par  2  si  ;jl  ou  v  est  nul,  et  par  1  si  a 
et  v  sont  nuls. 

Pour  calculer  ces  intégrales,  nous  emploierons  une  méthode  analogue 
à  celle  de  M.  Hermite  pour  le  calcul  des  coefficients  du  développement 
d'une  fonction  doublement  périodique  en  série  trigonométrique. 

Considérons  le  parallélépipède  rectangle  P  dont  les  faces  ont  pour 

équations 

a  b 

x  =  dtz  -}         y  =  ±  -j         z  =  ±  c, 

9  /  9 
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,■  étanl  une  constante  positive  quelconque.  Dans  l'intérieur  de  ce  paral- 
lélépipède,  la  fonction  z,(x,y,  z)  a  un  seul  point  singulier,  à  savoir 
l'origine  qui  esl  un  pôle  simple  de  résidu  -h  i  ;  en  d'autres  termes,  la 
différence 

I        z, (x,y,  z) 


V/^-  +  72+-' 


esl  régulière  en  ions  les  points  du  parallélépipède  P.  D'autre  part,  la 
fonction 

fûÂ       V* 

(/(  v,  r.  z)  =  e  ros——cos-/; 

vérifie  l'équation  \\*  =  o  et  est  régulière  en  tous  les  points  à  distance 
finie.  Les  deux  fonctions  z2(x;y,  z)  et  '\>(x,y,z)  admettant  les 
groupes  de   périodes   (a,  0,0),    et   (0,6,0)  reprennent   les  mêmes 

valeurs  aux  points  correspondants  des  faces x  =  ±  ->y  =  ±  -,  que 

nous  appellerons  les  faces  latérales  du  parallélépipède  P;  il  en  est  de 
même  deleurs  dérivées  partielles.  On  peut  remarquer  que  les  déri- 
vées partielles 

ôjc       dx        dy  '     dy 


s'annulent,  les  deux  premières  sur  les  faces  latérales  x  =  ±  -  et   les 

deux  dernières  si 
ce  que  l'équation 


leux  dernières  sur  les  faces  y  =  ±  -•  Gela  résulte  Immédiatement  de 

J  2 


c -+- «»  y,  '■  l    _  dZjjjc,  y, g) 

Or  dx 


< l.»iis  laquelle  <>u  fail  x  = 5  donne 

d'un  autre  côté,  la  fonction  ::i  p,  t.  s)  étanl  paire  en  x,  sa  dérivée 
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-~  est  impaire  et  Ton  a  aussi 

dÇA        =  _  /de, 
àx  )      a  \dx 

X  ~  2 


donc,  en  ajoutant  et  retranchant, 


(àe\       _  (de, 

\dx)     „— °»        \dx 


X  = 


Il  en  serait  de  même  de  — P  sur  les  faces  y  =  ±-«  Pour  ce  qui  est  des 

a  y  J  2  * 

dérivées  -p,  -p>  la  proposition  est  évidente. 
Enfin,  la  fonction  32  étant  paire  en  z,  on  a 

e2(x,y,  -c)  =  e,(x,y,  c),        (■Ji)a=_c=  -  (^r)2=,/ 

Cela  posé,  décrivons  autour  de  l'origine  comme  centre  une  sphère  s 
de  rayon  j*  assez  petit  pour  que  la  sphère  soit  comprise  dans  l'intérieur 
du  parallélépipède  P.  Dans  l'espace  E  compris  entre  la  surface  de  cette 
sphère  s  et  la  surface  du  parallélépipède  P,  les  deux  fonctions  e2  et  v|/ 
sont  régulières;  on  a  donc,  en  appliquant  le  théorème  de  Green  à  cet 
espace, 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  surface  qui  limite  l'espace  E  et 
l'intégrale  triple  à  l'espace  E  lui-même;  cette  intégrale  triple  est  évi- 
demment nulle.  L'intégrale  double  peut  être  partagée  en  deux  parties  : 
l'une  relative  à  la  surface  du  parallélépipède  P,  l'autre  à  celle  de  [a 
sphère  s;   on  aura  donc 

les  dérivées  —3  -~  étant  prises  suivant  la  normale  vers  l'extérieur  de 

an      un  L 
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l'espace  E,  c'est-à-dire  pour  la  première  intégrale  vers  L'extérieur  du 
parallélépipède  et  pour  la  seconde  vers  l'intérieur  de  la  sphère  s.  Cette 
seconde  intégrale 

esl  égale  à  -  \~.  En  effet,  comme  la  normale  à  la  sphère  est  le 
rayon  r,  on  ;i 

<J/i  ,1/  an    '  Or  ' 

dans  l'intérieur  el  sur  la  surface  de  la  sphère  s,  on  peut  écrire 

G,  =  --hU, 
-  r 

I    ci.iiii  une  fonction  régulière  :  alors  l'intégrale  (25)  devient 

la  seconde  intégrale  esl  nulle,  caries  fonctions  U  et  <]/  sont  régulières 
dans  l'intérieur  de  la  sphères;  quanta  la  première,  comme  l'élément 
superficie]  de  la  sphère  s  est  da  =  r-  sin  0  dû  d^}  elle  s'écrit 

et,  en  supposant  que  r  tende  vers  zéro, 

—  /  I  ty(°i  °»  °)  sm^  '^  ^?> 

si  -à  -dire       i  ~  :  car  ^  l  o,  <>.  o)  =  i . 

L'intégrale  i  a  3  |  étanl  égale  à       i-,  la  relation  (24)  s'écrit 

/.£(•.£-*£)*'  ^. 

l'intégrale  étanl  étendue  à  la  surface  du  parallélépipède  P  et  les  déri- 
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vées  3-)  -^-2  étant  prises  normalement  aux  faces  vers  l'extérieur.  Les 
On      an  L 

parties  de  cette  intégrale  relatives  aux  faces  latérales  sont  nulles.  En 
effet,  sur  la  face  x  =  ->  par  exemple,  on  a 


dn  dx  dn        Ox 

et  nous  avons  vu  que  les  dérivées  -^5  -^  s'annulent  pour  x  =  ±  -■ 

Donc  sur  les  faces  latérales  tous  les  éléments  de  l'intégrale  (26)  sont 
nuls,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  les  parties  de  cette  intégrale  rela- 
tives aux  faces  supérieure  et  inférieure  du  parallélépipède  z  =  ±  c.  Sur 
la  face  supérieure  on  a 

G2  =  e,(a?,7,  c), 

an  Oc 


/U.«         V' 

1  27trV^+r«  1U.-KX  2  vit  y 

, L  _.    ^         '«        6    cos_! cog — ^_, 

1  a  b 


d^         d'l>  /m.2         v2    2 rc c  v/i-V  +  ^-         1U.-KX         2  vit  y 

lI  =  -ï=21îi/!-;+Tîe        y"-       62COS— COS— y--: 

un         oc  V   a-         b2  a  b 


d<j  =  dx  dy; 

d'après  les  valeurs  (23)  des  coefficients  A^v  et      ,|X'V;  la  valeur  de  l'in- 
tégrale (26)  étendue  à  la  face  supérieure  z  =  c  est  donc 


T(-V^A--%)e'*'       • 

De  même,  sur  la  face  inférieure  :  =  -  c,  on  a 
Z2  =  32(.^,>-,  —  c)  =  ©2 (a?,/,  c), 

/à»      v» 

.  -21trv/i-T  +  tt  2U.ir.27  2V7TV 

•b  =  C  v"        '''COS-5 COS — 7— , 

'  a  b 

<?32  _  d£8(.r,  y,  —  c)  _  ^82(.r,  r,  c) 
<M  de  Oc 

-5!  = -5Ï  =  —  2Trl/4+7^C  V"        b   COS  COS       .' 

On        Oc  Va1         b2  a  b 


APPELL. 

(ilr,  actuellement,  dn  —  -  dz  =  de;  de  plus 

da  =  dxdy. 
La  valeur  de  L'intégrale  (26)  étendue  à  la  face  inférieure  est  donc 


T\        V*  +  ^A^~   de  )e 

Donc  enfin,  l'équation  (2G)  s'écrit 

\  'de  au 

(  )n  a  ainsi  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre  définis- 
sant A^v  comme  fonction  de  c.  En  intégrant  cette  équation,  on  trouve 
immédiatement,  dans  la  supposition  que  pt  v  ne  sont  pas  nuls  tous 

t|r||\, 

(28)  ab\/î  +  Tr< 

G^v  désignant  une  constante  d'intégration  indépendante  de  c.  Il  est 
aisé  de  voir  que  cette  constante  (  î^  est  nulle,  en  s'appuyant  sur  ce  que 

la  valeur  de  -  .^  reste  finie  quand  c  augmente  indéfiniment.  En 
effet,  on  a 

ty,+b 


•■0  7  8 


comme 


1  de,  y         j 

m,n  —  «  [ (a? — ma)1  h-  {y  —  n&)*  -h  c']1 
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la  valeur  absolue  de  -  -p  va  en  diminuant  quand  c  augmente;  la 

i   d\ 

quantité  — '-j^-  reste  donc  finie  quand  c  augmente  indéfiniment.  Or  il 

n'en  serait  pas  ainsi  si,  clans  la  valeur  (28)  de  A^,,,,  la  constante  C(J.,., 
n'était  pas  nulle.  On  a  donc 

A,  4e 


'[A.V 


-V/S^ 


expression  identique  à  celle  que  nous  avons  trouvée  précédemment, 
puisque  z  =  c.  Pour  ce  qui  est  de  A0o,  l'équation  (27),  dans  laquelle  on 
fait  p.  =  v  =  o  et  dans  laquelle,  d'après  des  conventions  antérieures, 
on  réduit  le  second  membre  au  quart  de  sa  valeur,  nous  donne 

^V  0     _    _     2J7T. 

de  ab  ' 

d'où 

expression  identique  à  l'expression  déjà  trouvée. 

5  Les  fonctions  s,  et  ©2  dont  nous  venons  de  former  les  dévelop- 
pements en  série  trigonomé  trique  possèdent  un  ou  deux  groupes  de 
périodes.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  développements  en 
série  trigonomé trique  des  fonctions  uniformes  satisfaisant  à  l'équation 
AF  =  o  et  admettant  trois  groupes  de  périodes,  c'est-à-dire  le  nombre 
maximum  de  groupes  de  périodes  que  puisse  posséder  une  fonction 
uniforme  de  trois  variables  réelles.  J'ai  démontré  (Acla  mathemalica, 
t.  IV,  p.  347  et  suiv.)  que  celles  de  ces  fonctions  qui  n'ont  que  des 
pôles  peuvent  s'exprimer  linéairement  à  l'aide  d'une  fonction  Z  (.r,  y,  s) 
et  de  ses  dérivées,  par  une  formule  analogue  à  celle  de  M.  Hermite 
pour  la  décomposition  des  fonctions  doublement  périodiques  en  élé- 
ments simples. 

Les  fonctions  de  x,  y,  z  qui  admettent  trois  groupes  de  périodes 
reprennent  les  mêmes  valeurs  aux  points  homologues  d'un  réseau  de 
parallélépipèdes;  en  me  plaçant  dans  le  cas  le  pins  simple,  je  suppo- 

Joum.  de  Math.  {\°  série),  tome  III.  —  Fasc.  I,   1^7  } 


APPELL 
'  I 


serai  ici  ces  parallélépipèdes  rectangles.  Alors,  en  prenant  des  axes  de 

„;:, U^araUèles  aux  arêtes  de  ces  parallélépipèdes  et  appelant 

,  Bj  , o.  ,, v  les  dimensions  des  parallélépipèdes,  on  aura,  pour  les  coor- 
données des  sommets  du  réseau, 

x  =  im  oc,        y  =  -iii^,        z—  ip  y? 
,„.  n  ei  p  désignant  «les  entiers  qui  prennent  toutes  les  valeurs  posi- 
tives, négatives  <•!  nulles. 

Voici  quel  -i  l'élément  simple  à  l'aide  duquel  on  peut  exprimer 
toutes  Les  fonctions  F  qui  satisfont  à  l'équation  AF  =  o,  qui  n'ont 
d'autres  singularités  que  «les  pôles  et  qui  reprennent  les  mêmes  va- 
points  homologues  de  ce  réseau  de  parallélépipèdes,  liaisons 


leurs  aux 


■>.ini.r  +  2  71  P  K  +  2/?1fS 

cos<p=-  -^- -' 


R  =  ^(x- -  2/»a)a  -H (/-  2/^)2  -+-(--  '2py)2  =  v/''2  -  2/-p  cos?  -+-  p1; 
l'élément  Bimple  est  défini  par  la  série  suivante 
i  Z(ar,y,s;  2^2^,27) 

où  Le  signe  2'  indique  une  sommation  étendue  à  toutes  les  valeurs 
entières,  positives,  négatives  el  nulles  de  //>,  //,  p,  la  combinaison 
m  =  n=/>  =  0  étant  seule  exceptée,  et  où  P^cos?),  P2(cos<p)  sont 

les  deux  premiers  }>ol\  nùines  de  Le^endre 

P,(cos<p)  =  cos<p,         Po(coso)  =  |(cos29  —  I). 

(  '.elle  loin  lion  particulière  (29),  relative  au  cas  où  les  parallélépipèdes 
élémentaires  Boni  rectangles,  s'obtienl  en  faisant,  dans  les  formules 
générales  établies  dans  Le  tome  l\  des    teta  mathematica, 

a  =  '2%,         b'  =  >  fi,         '    =  2  y, 
b      c  =  a'=c'  =  a"=b"  =  o; 


DÉVELOPPEMENTS    DE    CERTAINES    FONCTIONS    PÉRIODIQUES.  35 

les  simplifications  qui  se  présentent  alors  dans  les  formules  générales 
ont  été  indiquées  dans  un  Mémoire  paru  récemment  dans  les  Acta 
malhematica  (t.  VIII)  Cahier  III,  p.  271). 

La  fonction  Z  définie  par  la  série  (29)  vérifie  l'équation  AZ  =  o;  elle 
a  pour  pôles  de  résidus  -+- 1  tous  les  points  de  coordonnées 


x  =  imc(.,         y  =  2/z(3,         z  =  2p 


1  j 


m,  n  et  p  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  négatives  et 
nulles;  elle  est  régulière  en  tous  les  autres  points  de  l'espace  situés  à 
distance  finie.  Cette  fonction  est  paire  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables x,  y,  z  ;  elle  vérifie  les  relations  suivantes  : 

!Z(x  -+-  la., y,  z)  =  Z  (x,y,  z)  -h  Ax  -h  E, 
Z(x,y  H-  20,  z)  =  Z(x,y,  z)  +  B'y  -4-  E', 
Z(x,y,  z  -+-  2y)  =  Z(x,y,  z)  -+-  C" z  -h  E". 

où  A,  B',  C",  E,  E',  E"  sont  des  constantes  ayant  pour  valeurs 

A  =  2Z;(a,o,o),  B'=2Z;.(o,  [3,o),  C"=  2Z'z(o,  o,  y), 

E=Aa,         E'=B'P,         E"=C"y, 

comme  on  le  voit,  en  faisant  dans  les  équations  (3o)  et  celles  qu'on  en 
déduit  par  la  difîérentiation  x  =  —  a,  y  =  o,  z  =  o  ou  x  =  o, 
y  =  —  (3,  z  =  o,  ou  enfin  x  =  o,y  =  o,  z  =  —  v  (voir  Acta  malhe- 
matica, t.  VIII,  Cahier  III).  Cette  fonction  Z(x,y,  z;  20c,  2  [3,  2y)  se 
présente  dans  différentes  questions  de  Physique  mathématique,  no- 
tamment dans  la  détermination  de  la  fonction  de  Green  pour  un  pa- 
rallélépipède rectangle  (Acta  mathemalica,  loc.  cit.).  La  fonc- 
tion Z(x,y,  z\  2a,  2(3,  2y)  n'est,  d'après  les  relations  (3o),  périodique 
par  rapport  à  aucune  des  variables  x,  y,  z]  mais  il  est  facile  de  la 
modifier  légèrement,  de  façon  qu'elle  devienne  périodique  par  rap- 
port à  deux  des  variables,  x  cl  y  par  exemple,  sans  cesser  de  vérifier 
l'équation  AF  =  o.  Après  cette  modification,  on  aura  une  fonction 
développablc  en  série  trigonométrique  ;  il  est  important  de  déterminer 
les  coefficients  de  ce  développement  pour  le  calcul  numérique  de  la 


;(,  A.PPELL. 

fonction.  Ces!  ce  que  nous  allonsfaire,  en  suivant  une  méthode  ana- 
logue à  la  seconde  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  le  déve- 
loppement de  la  fonction  B2. 

(».   Désignons  par  ¥(x,y,z)  la  fonction 

A.**      B'k2      /A       B'\    . 
I  -in 'h  c,y,z)  =  Z(x,y,zi2a,2p,2y)  -  j-a jj- h-^h-^j*  , 

les  constantes  A  et  l>'  étant  colles  qui  figurent  dans  les  relations  fon- 
damentales |  3o)  relatives  à  la  fonction  Z.  Cette  fonction  Y,  ne  diffé- 
i  an  t  deZ  que  par  un  polynôme  qui  satisfait  à  l'équation  AF  =  o,  satis- 
fail  à  cette  même  équation  et  possède  les  mêmes  pôles  que  Z  avec  les 
mêmes  résidus.  Les  relations  fondamentales  (3o)  montrent  immédia- 
tement que  l'on  a 

(3a)JT(*>rf«  +  aT)=T(*,r,«)  +  Y(^  +  |l  +  ^)(»+lr) 

=  T(*,r.*)- J(*  +  Tf). 

En  effet,  la  différence  M'(.r  -h  2a,j^,  z)  —  1F(.r,^,  ^)  est 

Z(./:  -h  9.7.,  v,  z)  -  'AU, y,  z)  -  ^[(a?  +  2a)a  -  rr\, 

c'est-à-dire  zéro,  puisque  la  différence  Z(.r  -h  2a, ^,  z)  —  Z(a?,y,  s) 
est  égale  à  \  ./■  -h  E  ou  A(a?  h-  a),  d'après  la  valeur  de  E  qui  est  égale 
à  A  a.  <  )u  démontre  de  même  la  seconde  des  relations  (32).  Quant  à 
la  troisième,  elle  résulte  de  ce  que  la  différence 

*(*,*  *  +  »?)- *(*,**) 
•  •-I  égale  a 

c*(*+Y)H-(£  +  f£)[(*  +  n)'-*'] 

ou,  eu  réduisant,  à 
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Cette  expression  peut  être  simplifiée  à  l'aide  d'une  formule  générale 
établie  à  la  page  359  de  mon  Mémoire  du  tome  IV  des  Acta  mathe- 
matica.  Cette  formule  appliquée  au  cas  actuel,  dans  lequel  les  quan- 
tités qui  figurent  dans  la  formule  générale  en  question  ont  les  valeurs 
particulières  suivantes 


F  =  v 

=  V 

=  V': 

=  X'  = 

=  K-'  = 

=  o 

1 

\ 

= 

[->■' 

=  v" 

:  I 

0  =  0', 

=  ()"-- 

■n 
=  —  i 
2 

1  = 

-  2a, 

l'-- 

—  2 

f 

2 

)US 

où 

donne 

AfJy 

-hB' 

ya  ■+- 

C" 

ap  = 

-  TC. 

i 

I J 


A    _  W        (7  jrr_ 

^"  +    P    +    T    ~        «Pï' 

la  quantité  (33)  est  donc  égale  à g(^  -h  y). 

Sans  avoir  recours  à  cette  formule  générale,  on  pourrait,  en  écrivant 
la  troisième  des  relations  (32)  sous  la  forme 

(34)  Y(x,y,  z  +  2T)  -  W(x,y,  z)  =  Gz  +  H, 

G  et  H  désignant  des  constantes,  montrer  que  Ton  a 

H  =  Gy,        G  =  — ^- 

Il  suffirait  de  remarquer  que,  la  fonction  Z  étant  paire  par  rapport  à 
chacune  des  variables  oc,  y,  z,  la  fonction  XY  Test  également;  faisant 
alors  dans  la  relation  précédente  z  =  —  y,  on  trouve  zéro  pour  le 
premier  membre,  d'où  Gy  —  II  =  o.  La  constante  II  étant  ainsi  dé- 
terminée, on  aura  G  en  remarquant  que  L'intégrale  double 


ff 


di, 


On 

étendue  à  la  surface  du  parallélépipède  formé  par  les  six  plans 
oc  =  ±  a,         y  —  ±  P,         z  =  ±  y, 
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e8|  égale  à  -  A',  car  la  fonction  T  a  clans  ce  parallélépipède  un  seul 
ôlede  pésidu  +i;  d'autre  part,  en  vertu  des  deux  premières  rela- 
tion ,  ;,  |  ,i  ,1,  I,.  relation  (34),  cette  intégrale  a  pour  valeur  4Ga£; 

«m  ;i  donc 

(i  = 


^ 


(  )n  peut  remarquer,  pour  simplifier  certains  calculs  ultérieurs,  que 
|;,  dérivée  partielle  ^  s"annulc  pour  x  =  ±act^  poury  =  ±p.  En 
,.|1,.|,  |;|  première  <\<~>  relations  (32)  diiïércntiée  par  rapport  à  x 
donne,  pour  x  =  —  a, 


,  .    .    dxv 


Or 

mais,  comme  la  fonction  Y  est  paire  en  x,  la  dérivée  -^  est  impaire,  et 
l'on  a 

(S\    =  -(*)     ■ 

\Oj;Jx=ol  \0.rjx=-ai 

Les  valeurs  de  ces  deux  dérivées  sont  donc  nulles. 

7.  D'après  les  relations  (32),  la  fonction  *F( x,y,  z)  admet  par  rap- 
port à  ./•  la  période  2a  et  par  rapport  à  y  la  période  2(3;  comme  entre 

les  deux  plans 

r  =  2/>7,         z  =  2(J5H-i)y  (p  entier), 

cette  fonction  esl  régulière,  elle  est,  dans  l'espace  compris  entre  ces  deux 
plans,  développable  en  une  série  trigonométrique  procédant  suivant 

1rs  sinus  el  cosinus  des  multiples  de  —  i  -ir\  il  en  est  de  même  de 

1  a  p 

imiics  ses  dérivées. 

En  particulier,  si  l'on  donne  à  z  une  valeur  positive  c  comprise 
entre  <•  el  2y,  la  fonction  "F(a?,y,c)  est  développable  en  une  série  de 
la  forme 

I  (  a;,y,c)  =  2,  A^cos^~COii-j- 

|X,V        » 

ne  contenant  que  des  cosinus,  car  la  fonction  Ç*  esl  paire  en  x  et  en  y. 
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Les  coefficients  de  ce  développement  sont  des  fonctions  de  c,  et  l'on  a 

(1,  V  =  « 

-^  =  2--7rcosi—  cos-r 

jx,  v  =  o 

Les  coefficients  de  ces  deux  développements  sont  donnés  par  les  in- 
tégrales définies 


(35) 


i    A^=rfj  dxj  Y(x,y,  c)  cos  [-^- cos  ^dxdy, 

f  -sr  =  ?  JL     ***  J         V    cos  V cos  x  ^  ^' 


ces  coefficients  devant  être  réduits  à  leur  moitié  si  l'un  des  entiers  a 
ou  v  est  nul,  et  à  leur  quart  si  jx  et  v  sont  nuls. 

Pour  évaluer  ces  coefficients,  considérons  la  fonction 


lu.'-      V1 

?(#>7, -)  =  e  P  cos  — cos -^; 

cette  fonction  vérifie  l'équation  Acp  =  o  et  est  régulière  en  tous  les 
points  de  l'espace  situés  à  distance  finie;  elle  a,  par  rapport  à  ./;,  la 

période  2  a,  par  rapport  à  y  la  période   2(3;  la  dérivée  partielle  -^ 

s'annule  pour  x  =±  a,  et  la  dérivée  -^-  pour  x  =±  p. 
Soit  P  le  parallélépipède  formé  par  les  six  plans 

a?=±a,         y  =±(3,         s  =  c,         .s  —  c  —  27, 

où  c  est  positif  et  moindre  que  2y.  Dans  l'intérieur  de  ce  parallélépi- 
pède, la  fonction  Y(x,y,  z)  a  un  seul  pôle,  l'origine,  qui  est  un  pôle 
du  premier  degré  de  résidu  -h  1 .  On  en  conclut,  comme  à  la  page  3o, 
la  relation 

<3<;>  /jf(T£-»S*-««.  • 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  surface  du  parallélépipède  P  cl  les 
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dériv<  i  <n  étanl  prises  normalement  aux  faces  vers  l'extérieur. 

Cette  intégrale  se  partage  en  six  parties  relatives  aux  six  faces  du  pa- 
rallélépipède :  les  parties  relatives  aux  faces  latérales  x  =±  a,  j  =  ±p 
sonl  nulles;  car,  sur  la  face  x  =  ai  par  exemple,  on  a 


d-i     _  do  &P  _  àW 

dû        ~dx*  on  ~~  de 


ei  l'on  a  vu  que  ces  dérivées  partielles  sont  nulles  pour  x  =  a;  l'inté- 
grale relative  à  la  face  x  =  a  est  doue  nulle,  puisque  tous  ses  éléments 
sonl  ouïs.  Il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  les  deux  parties  de  l'inté- 
grale (36)  relatives  l'une  à  la  face  supérieure  z  =  c,  l'autre  à  la  face 
inférieure  z  =  c  —  27.  (  )n  a,  pour  z  =  c, 


|1S        V- 

cos 


<Jn         de  <?/i        de  y    ^2        p2  x  p 

(h  =  (/.'(/y; 

la  partie  de  l'intégrale  (36)  relative  à  la  face  supérieure  est  donc,  en 
faisant,  pour  abréger, 

I     'd*f_   '  [((X,  v)T(«,y,  c)-  "*<*■/'  "]  cosmos  ^rfjr, 
c'est-à-dire,  d'après  les  expressions  (35)  des  coefficients  AM  et  f '/'v> 

I  >■•  même,  sur  la  face  inférieure  z  =  c  —  27,  on  a 

"Fi  p,/,  c-  2y)=  T. .,-.  r.  2y  — c) 

=  M'«r.   r,        C)_^L(_CH.Y) 

T(,.  r.  ,■)+ JL(C_7,. 
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et  comme,  pour  cette  face, 

dn  =  —  cl z  =  —  de, 

dW  _      _  dW(.x,  r,e  —  27)  _  d*V(.r,  y,  c)  t.  < 

d«   ~  de  de  cxj3' 

puis 

<p  =±  <p  (a?,  j-,  c  —  2  y  )  =  e(c  «THM  cos  ^^  cos  ^- , 

d'-5  d<p(.T,  J,   C—   2v)  ,  v        fC-2YHUVl  H1"*  V1I>' 

3J-  = — *4 =—  (u.,  v)  e(c  2^'"  cos- —  cos  — ^~ 

d/i  de  \  r  '    /  a  p 

et 

da  =  e/a?  rtfy  ; 

d'où 

X  COS^COS^  -  ^^^[((Jl,  v)(c  -  T)  -  1] 

X  COS  ! COS  — r-- 

a  p 

En  multipliant  par  dxdy  et  intégrant  par  rapport  à  x  et  y  de  —  a 
à  h- a  et  de  —  (3  à  -h  (3,  on  obtient  la  partie  de  l'intégrale  (36)  relative 
à  la  face  inférieure  du  parallélépipède  P.  Supposons  d'abord  que  les 
deux  entiers  [x  et  v  ne  sont  pas  nuls  tous  deux;  alors  l'intégrale  . 


„+oc  _-i-8 

/       ax  /       cos cos  —fi-  cly 


dk. 


est  nulle,  et,  d'après  les  expressions  (35)  de  A^  et  "^ '-  >  la  partie  de 
l'intégrale  (3G)  relative  à  la  face  inférieure  est 

_«(3e(«-n)M[^,v)AM-^]. 

L'intégrale 

étant  la  somme  des  deux  expressions  que  nous  venons  de  trouver  pour 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  III.  —  Fuse.  I,   1887.  ^ 
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les  faces  supérieure  et  inférieure,  et  étant  d'ailleurs  égale  à  4«,  on  a 
l'équation 

on  bien 

(  iette  équation  a  été  obtenue  par  la  considération  de  l'intégrale 


on 


<p  =  c     v  a    P  cos  - —  cos  -f  =  ezi^]  cos  - —  cos  -g-  ■ 

T  a  p  a  i3 


Si  l'on  prenait 


o  =  c       v  a»    p«  cos  ! —  cos  _Jl  =  e-*(M  cos  ! cos  _^ , 

'  a  p  x  p 


en  changeant  le  signe  de  rct/^ï  -+-  tjï  ou  de  (p.,  v),  on  trouverait  une 

autre,  équation  qui  se  déduirait  de  la  précédente  par  le  même  change- 
ment de  signe.  <  îette  nouvelle  équation  sciait 

,/V,,  ',-        g-(Y-r)((i,v) 

(a,  v;AM-h      rfc  c>Y(!X,v)_e-Y(!X)v)• 

<  )n  a  donc,  en  ajoutant  ces  ('([nations  membre  à  membre, 

2tc       e<Y-«>  (|iiv)  +  e-(Y-«Hi*»v) 

et  ''ii  retranchant, 

ait  e    Y  «    :»■■■     -  <■  v  ')  ffcvj 
r/c      "  ôp  ~  <■  rci*»vj       ' 

expression  qui  est  bien  la  dérivée  de  la  précédente  par  rapport  à  c. 
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Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  p.  et  v  ne  sont  pas 
nuls  tous  deux.  Si  jx  =  v  =  o,  on  a 

([x,v)  =  7.^  +  ^=0; 
alors  la  partie  de  l'intégrale 


#(*£-*£)*. 


étendue  à  la  face  supérieure  du  parallélépipède,  est 

aA0  0 


0$ 


de 


et  la  partie  relative  à  la  face  inférieure 

ainsi  qu'il  résulte  des  expressions  générales  :  en  écrivant  que  la  somme 
est  égale  à  4^?  on  obtient  une  identité.  Il  faut  donc  procéder  autre- 

ment  pour  trouver  A0>0  et      ,0'0- 

En  désignant  toujours  par  <p(#,  y,  z)  la  fonction 

/ai      v5 

cp(^,  y,  z)  =  e  p  cos  ! cos— ^- 


et  considérant  l'intégrale 


étendue  non  plus  au  parallélépipède  précédent,  mais  au  parallélépi- 
pède 

comme  l'intégrale  de  la  page  29,  on  pourra  refaire  exactemenl  1rs 
calculs  que  nous  avons  faits  aux  pages  28,  29  et  suivantes,  en  5  rem- 
plaçant a  par  2a,  6  par  2  [3,  et  la  fonction  £2  par  la  fonction  M'.  On 
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trouvera  ainsi  que  les  coefficients  A^  vérifient  la  relation  suivante, 
identique  à  la  relation  |  27  • 

I  a,  v)[«*>    -  «  '"■"  |  V,--  [<**  +  e-"-"  )   -et  =  W 

l  ;..  v  i  désignant,  comme  plus  haut,  la  quantité  ny-t  ■+-  p-  On  en 
conclut,  pour  [/.=  v  =  o,  en  réduisant  le  second  membre  au  quart  de 
sa  valeur, 

<^A0t0  rc 

rfc 


(I  1)11 


C0,0  désignant  une  constante  qui  ne  dépend  pas  de  c,  mais  uniquement 
des  périodes  20c,  2[i,  i>y.  Si  l'on  remplace  c  par  2  dans  les  valeurs 
(|(.  \,J;.i  \00  trouvées  ci-dessus,  on  obtienl  le  développement  suivant, 
valable  pour  toutes  les  valeurs  d»'  3  comprises  entre  zéro  et  2y, 

o<  -<2y, 

rr  ic  wi    9     e<Y~z>  (M)  +  e-fY-*H|i,v)        ^^        vrr 

P7)  *(*.**)  l  (,,„      ^         -^Ti^)=-e-y.^)       cos  — cos-^ 

où  (  [x,  v  )  désigne  la  quantité  ~\  la  somme  V  s'ètendant  à 

toutes  les  valeurs  de  u  et  v  de  0  à  -f-00,  la  combinaison  \k  =  v  =  o 
exceptée,  el  le  facteur  ^  qui  figure  devant  le  terme  général  devant  être 
remplacé  par  1  quand  l'un  des  entiers  u  ou  v  est  nul. 

Pour  les  mêmes  valeurs  de  s,  on  a,  pour  Z(o?, y,  z),  le  développe- 
ment qui  résulte  de  la  relation  (3i) 

i  Z(a?,j  ,  ;;  2a,  20,  27) 

Si  l'on  veul  le  développement  <mi  série  trigonométrique  de  la  fonc- 
tion  '1    pour  des  valeurs  de  z  non  comprises  entre  o  et  2y,  il  suffit, 


DÉVELOPPEMENTS    DE     CERTAINES    FONCTIONS    PERIODIQUES.  45 

par  l'application  répétée  de  la  formule 

▼(*,  y,  z  +  ,T)  =  Y(«,  y,  «)  -  ^  («  +  y) . 

d'exprimer  la  fonction  Y(x,  y,  z)  à  l'aide  d'une  fonction  Y(x,y,  z'), 
dans  laquelle  z'  est  compris  entre  o  et  2  y,  et  d'appliquer  ensuite  le  dé- 
veloppement (37). 

Si  l'on  pose,  de  même, 

Z(x,y,  z)  =  $(x,y,  z)+  »y*  +  g*" -(g  +  g)*2, 

Z(>,7,  z)  =  11(07,7,  z)  +  r:,*2  +  â*'2 -  (7?  +  rz)y\ 


4ïa   ^4*      _Uy 
on  a,  pour  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  o  et  20c, 


fc(ar,y,*)=-  ^  +  C'0, 


2        e(a-r)(a,v)'+e-(a-.r,(a,vr  „ u  v  „, 

COS^tt-COS 


OÙ 


((x,  vy=ity/l 


et,  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  o  et  2(3, 

n<>, /,*)  =  -  ^  +  c;j0 

+  ^  2d  (  jjl,  v  y        cii^r -TJ^f^vT~  cos  hp  cos 
où 


7.  A  l'aide  des  résultais  précédents,  on  obtiendra  facilement  le  dé- 
veloppement en  série  trigonométriquc  d'une  fonction  F(#,  y}  z)  véri- 
fiant l'équation  AF  =  o,  admettant  les  trois  groupes  «I»'  périodes 
(2a,  0,0),  (0,2(3,0),  (o,  o,  2y)  et  n'ayant  que  (!<•>  pôles  dans  un 
parallélépipède  élémentaire.  Cette  fonction  F  est  donc  supposée  véri- 


fier  les  conditions 

I         f-aa,/,  z)  =  F(x,y+  2?,  s)  =  F(x,y,z  +  2T)  =  F(x,y,  z). 

Prenons  pour  parallélépipède  élémentaire  le  parallélépipède  dont 
les  faces  onl  pour  équation 

x  =  o,        x=2ct,        y  —  °,        7  =  2P>         2  =  0,         Z  =  2f 

el  soient 

(xnynzt)    (x„y2,z%)     ...,     (xp,yp,zp), 

les  pôl.s  de  la  fonction  F  situés  dans  ce  parallélépipède.  Pour  plus  de 
simplicité,  je  supposerai  tous  ces  pôles  du  premier  degré  et  j'appellerai 
|{,,  II, \\p  les  résidus  correspondants.  Alors,  comme  je  l'ai  dé- 
montré dans  le  tome  IV  des  Acla  malhematica,  page  35o,  et  sui- 
vantes, on  aura,  pour  l'expression  de  cette  fonction  F, 

,'  1m. '/,/,  z)  =  L  +  Mx  +  N/  +  P.- 

|  +■  2  R*Z(a?  -  a?*,  7  -  yA,  z  -  zk), 

où  /('•.  y?  "  l  rvl  la  fonction  définie  précédemment  (p.  34),  et  où  L, 
M.  Y  I'  désignent  des  constantes  dont  les  trois  dernières  ont  pour 
valeurs 

(4o)    .Ma        \V|;,,.„        2NP  =  B'2Ra7a,       2PT  =  C"2*W 

on  sait  d'ailleurs  que  la  somme  i\c*  résidus 

IJ,   ;    Ra-+  ...  h\\p 

esl    nulle. 

Proposons-nous  de  former  le  développement  en  série  trigonomé- 
trique  de  la  fonction  Fi  a?,  y,  :  \  pour  des  valeurs  de  z  voisines  de  2y,  el 
en  particulier  pour  s  27,  c'est-à-dire  sur  la  l'ace  supérieure  z  =  27 
du  parallélépipède  élémentaire  considéré.  Pour  cela,  conformément  à 
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l'équation  (3i),  nous  ferons 

z(W)=iw,s)+|->+^-(£+^;>> 

ou  encore,  d'après  la  relation 

A    _  B'       G"  7T 

a  p  T  apY 

Z(W)  =  Y(W)  +  £«■  +  ^  +  C'5,+  _*_^ 

On  déduit  de  là,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  x  —  xk,  y  —  yk,  z  —  zk% 

Z(x-xk,y-  yA,  z-zk)  =  Y(x  -  xk,  y  -  yk,  z  -  zh) 

,    A     ,       B'     2       C"    ,         «      a 

4a  4p^  4y  4apy 

^2  B'        2  C"      o  7C  , 

"^  4^ *  *  +  4P 7*  +  4r Zk 4"  4^y ** 
A  B'      '         C"  - 

.1%xxk-  j-^yyh—  -2T("-k-  -^zzk. 

Remplaçons  Z(x  —  xk, y  —  yk,  z  —  zk)  par  cette  valeur  dans  l'ex- 
pression de  la  fonction  F(x,y,  z)  :  les  termes  en  x2,y2,  z2  disparaî- 
tront en  vertu  de  la  relation  R,  +  R2  +  ...+  R/)=:o;  les  termes  en  x 
et  y  disparaîtront  également  en  vertu  des  relations  (4o);  et  en  po- 
sant, pour  simplifier, 

*  =  1  *  =  I 

puis  tenant  compte  de  la  troisième  des  relations  (4o),  nous  aurons 

(  F(x, j,.-)  =  L  +  Q4-'C-  7^z 
(4i)  *=" 

-+-  2à R*^  (x  -  x^y-  y  h  z  -  -a)  • 

Comme  le  pôle  (xk,  yk,  zk)  est  dans  le  parallélépipède  ayant  pour 
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faces  opposées  s  2y,  -  —  o,  si  2  est  suffisamment  voisin  de  2y,  la 
difiërence  a  —  zk  est  positive  et  moindre  que  27,  donc,  pour  des  va- 
leurs de  -  suffisamment  rapprochées  de  27,  on  pourra  appliquer  à 
T    r       ,  .  y  -y,,  z  -  zk)  Le  développement  (37) 


'•'<  '    -B^y—  r*»*  —  zh)=— 


n  a      ■ 


+  C 


0,0 


7T      -yl  2 

Sa  — -  (jx,  v 


o.       <?(Y-=+-=*'dA.v'  +  e-<r-=+-*)(!J-.v)         |xtt(^—  a?*)         vit  (.y  —  yk) 


—  cos — cos 

a  P 


En  portant  ce  développement  dans  l'expression  (3q)  de  F(x,  y,  z), 
on  voit  que  la  constante  CM  disparaît,  car  son  coefficient  est 

R,H-R2-f-...-t-R„ 

c'est-à-dire  zéro,  et  il  reste 

1v,z)  =  L  +  Q  +  !:-^-T) 


"  £p  -1   — <  I  u^T)  "  cT(|*,v)_c-T(|i,v)  a 


9.  R/,    e(T-:«i)(K')4-r'ï-:+:i)Wn^  fA7t(.r  —  .rA.)  vit(y—  rA.) 


p.,v      /,       I 


((/.,  v)  ayanl  la  valeur  ici/^-  -f- p-  Nous  avons  ainsi  un  développe- 
ment m  série  trigonométrique  de  Fi  ar,  y,  r),  valable  sur  le  plan  z  =  iy 
et  dans  tout  l'espace  compris  entre  deux  plans  parallèles  au  plan 
z  =  2 y  situés  de  part  el  d'autre  de  ce  plan  el  passant  par  les  pôles  de  la 
fonction  F  les  plus  rapprochés  de  ce  plan. 
I  )i'  même,  en  posant 

A      />  k  =  p 

Al  *=1 


on  a,  dans  le  voisinage  de  la  face  x  =  2a, 

«M 


l      v,y,M)     «L  +  Q  +  ?-^(»-«) 


A      p 

r  V  V     'l;      '  '."m.,v)'_|_  g-ta-x+^xix.v)'        i*«(y— r*) 

,'</--    —     ■■  ■••')'_  c--a(|i,v)'  -COS  ^-^ 


vit  (s—**) 

cos  — 


!'.•//      i 
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OU 


(jj.,  >,)'  =  - y/ 


et,  clans  le  voisinage  de  la  face  y  =  2(3, 
V(.r,  y,  z)  =  L  +  Q  -h  Y]  -  £L(y  -  p) 


-4-  ^  V   ^  T 

|J.,v     /  =  ! 
OÙ 


rt    (fi,  v)"  .      e?iix,v,"_e-p(ji,v)» 


Ces  développements  s'appliqueront  par  exemple  à  l'expression  de  la 
fonction  de  Green  pour  l'intérieur  d'un  parallélépipède  rectangle, 
telle  que  je  l'ai  indiquée  d'après  Riemann,  dans  le  tome  VIII  des 
Acta  mathemalica  (p.  277)  (,). 

8.  Comme  vérification,  il  est  possible  de  déduire  du  développe- 
ment (37)  celui  de  la  fonction  £2(xi  Yt  z\  2a>  2P)5  en  supposant  que  y 
augmente  indéfiniment.  En  effet,  si  l'on  se  reporte  à  la  série  (29)  qui 
définit  Z(x,y,z;  2a,  2(3,  2y),  on  voit  que,  si  y  croît  indéfiniment, 
tous  les  termes  de  cette  série  dans  lesquels  l'entier  p  est  différent  de 
zéro  tendent  vers  zéro,  et  l'on  obtient  pour  y  =  go  une  série  à  double 
entrée  que  l'on  peut  écrire 

L(x,  y,z;  2a,  2p,  ce) 

=  1 + v  r 1 ■ 1 

r        **    \_\/{œ  —  2/«a)2+(x  —  2«p)2+s2         ^/4//t2a2+ 4«2p2J 
^'  T   imrt.x  H-  in  $y  1  3(2/naa?  -+-  2n$y)2 — (^m-oî1 -\-  4«2 p2) (  .z-2 -h /2 -H  -2)~| 


(')  La  transformation  des  fonctions  0  en  fonctions  Er  employée  dans  les  nos  1  et  3 
a  été  également  appliquée  par  M.  Greenliill  (Proceedings  0/  ihe  Cambridge 
Philosophical  Society,  vol.  III,  p.  289)  à  l'intégrale  définie  que  donne  Riemann 
pour  exprimer  la  fonction  de  Green,  mais  dans  un  but  différent  du  nuire. 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  III.  —  t'ase.  I,  1887. 
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les  sommes  V  étanl  étendues  aux  valeurs  entières  de  m  et  /?,  de  —  ^ 

à  ■+-  »,  la  combinaison  m  =n  =  o  étant  exceptée.  La  première  partie 
du  développement  ci-dessus  est  e2(#,y,  z;  2a,  20);  quant  à  la 
deuxième,  «-lie  est  de  la  forme 

\  '--{-  ni,j-  -  (.1  4-  ife)-2, 
\  el  u!>  désignant  des  constantes;  en  effet,  les  sommes 

"yV  9.  m  a 


,„,„    (4/»!aI-H4«!Pi)i 

JL    î 

,„,„  (4msi2-i-4«sP2)ï 


sonl  évidemment    nulles;  puis,  si  Ton  désigne  par  x  et  ub  les  con- 
s  tantes 

1  -y1      \"'y    -8/nsaJ  n     _  '  V      4^***  —  8»,_PI 


l  >  '—  —  »  Kl 

2 


m,n  (4/w»asH     ',/,  \„,„  (4/rt?*!4-4«! 

la  deuxième  partie  se  réduit  bien  à 

-l,.'-'    I      il!>\-  —  (X-h  lli»)  3'. 

(  )n  11  donc 

/(./-,  r, -;  aa,  2 3,  ^c  ) 

-.('•.  >  \  --  ;  a  7 ,  •-.  j  )    r   . v ../■'-  -+-  ub/2  —  ( x  -+-  -A )  z1 . 

Lorsque  7  augmente  indéfiniment,  les  constantes  appelées  précé- 
demment   \  el  B'  tendenl  vers  des  Limites  A,  et  B't  et  la  fonction 

Y(x,y,z)      Z(x,7,3;2«,2p,2T)       ^  -  ^y*  +  (^   H^)sa 
tend  vers  une  limite  1',  <  <r,  /,  s)  donnée  par  La  formule 
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ou  encore,  d'après  l'expression  ci-dessus  de 

Z(.r,  y,  s;  2  a,  2  (3,  ce), 
T,(.r,7,  z)  =  es(x,y,  z;  2a,  2p)4-(j.-~  ^  W 


4a. 

b',\   •     /  a,      b;  . 


Comme  les  deux  fonctions  Y,  (#,  y,  z)  cts2(.r,  y,  2;  2a,  2(3)  ad- 
mettent la  période  2a  par  rapport  à  x  et  la  période  2(3  par  rapporl 
à  _y,  il  faut  que  les  coefficients  de  x-,  y2,  z2  dans  le  second  membre 
soient  nuls,  car  le  polynôme 

*  -  ^)  ** + (*  -  f^y  -  (* + *  -  ji  - 1)  ^ 

ne  doit  pas  changer  quand  x  augmente  de  2  a  ou  y  de  2(3  ;  on  a  donc 

A,  B', 

A,  —  7—  —  o,  ifb  —  -A  =  o 

et 

T.O,/,  z)  =  s2(>,y,  z;  2a,  2(3). 

Donc  la  fonction  e2(x,y,  z;  2a,  28)  est  la  limite  vers  Laquelle  tend 
^Y(x,  y,  z)  quand  y  augmente  indéfiniment.  Nous  avons  trouvé  pour 
T(.r,  y,  z)  le  développement 


w 


¥(x,y,z)  =  -  -^  -hC0i0 


17.ÇI 


"VA 

a  3  -™<  (jjij  v 


)       er,(i.,v)_e-v(!x^       cos  — cos    p 

Oll 

0<Z<2y. 

Si  y  croît  indéfiniment,  C0)0  tend  vers  une  limite  B00  et  l'on  a 
Y, (#,7,  z)  =  e2(x,y,  s;  2a,  i> p) 

=  —     -0+B00+-0I  / i  C    "  '        ('os t,os  -ft"  ' 

2ap  '  aji  m^  (  [ji,  v)  a 

développement  identique  à  la  série  (22)  dans  Laquelle  on  remplace- 
rait a  par  2«  et  A  par  2(3. 
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ï).   Le  développement  (37)  présente  une  grande  analogie  avec  celui 

de  la  fonction 

\\  =  log8(a?  -+-yi)Q(x—yi). 

En  eflfet,  en  adoptant  les  notations  de  Briot  et  Bouquet  (Théorie 
des  fonctions  elliptiques,  p.  480),  on  a,  d'après  Jacobi, 


DlogOM    :vi^sin 


2  m  -  z 


(\  on 

m    » 

x.-i              1                     2  m  -  3 
lo'.0( Z  )  =  A  -h  2    >    r  COS 

nt  =  1 

\  désignant  une  constante.  On  en  conclut 
|Oo0(.,;  +yi)b(x-yï) 

.  x^"  2  >.ni-.r 

,   \       .  2   \         — _ — -  COS  cos 

^à  m(qm  —  <j   '")  <" 


2  ///  -  r/ 


m 


2  /«  7T  y 


■ COS 


=  2A  h-  2  y  —  - 

M^     III 

III     1 

l'analogie  de  cette  série  avec  le  développement  (  >;  )  esl   évidente. 

10.   La  méthode  suivie  dans  les  n08  1  et3  permettra  de  trouver  les 
développements  en  séries  trigonomé triques  de  fonctions  de  la  forme 

2(0*1      mtaty  1   (•'•,      m2a2y-h...-h(<Vt—  m,a*)2-4-c2]  >'. 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m,,  ma 

///A  <lc  x  à  -•-  --c,  el  l'exposant  /;  ayant  une  valeur  assez  grande  pour 
que  l;i  série  soii  convergente  1  voyez  une  Note  de  M.  Jordan,  dans  le 
Tome  l\  du  Bulletin  de  l<i  Société  mathématique).  Il  suffira  de 
prendre  pour  point  de  départ  la  relation 

r«  /n\  p     ftp  v  s,<it. 
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applications  de  la  dérivation  d' Arbogast.  —  Formule  générale 
pour  le  changement  de  la  variable  indépendante  ; 

Par  M.   DAYID. 


Cette  petite  Note  doit  être  considérée  comme  la  suite  de  celle  que 
j'ai  publiée  dans  le  Journal  de  Mathématiques,  février  1882,  et  elle 
a  surtout  pour  objet  d'ajouter  aux  divers  problèmes,  que  j'ai  alors 
résolus,  une  formule  générale  pour  le  changement  de  la  variable  indé- 
pendante. Les  Traités  de  Calcul  différentiel  donnent  bien  la  méthode 
pour  obtenir  ce  changement  ;  mais  on  est  bientôt  forcé  de  s'arrêter  à 
cause  des  calculs  prolixes  que  l'on  rencontre  et  dans  lesquels  aucune 
loi  ne  se  manifeste.  En  employant  la  notation  d' Arbogast,  on  arrive  à 
résoudre  le  problème  dans  le  cas  général;  ce  qui  est  une  nouvelle  con- 
firmation de  l'observation  de  Lacroix,  que  cette  méthode  a  élé  trop 
peu  remarquée. 

Avant  d'entrer  dans  la  question  elle-même,  j'établirai  une  formule 
qui  peut  servir  encore  à  d'autres  usages. 

i°  D'après  la  formule  fondamentale  du  Mémoire  cité  plus  haut, 
on  a 

a  -+-  a{  x  4-  a.2  x'2  -+- . . .  ==  (ar  -+-  x  Dar  -+-  x-  D2  ar  4- . . .  )'' 

1 
=  (a" +  x \)a  -f-  x2  D2ax -+-. . . )". 

En  différentiant,  puis  divisant  celle  identité  par  celle  qui  résulte  de 
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la  dififérentiation,  il  vienl 


Dfl'-H-aarD'fl  D'à' -h...  ~      Da*+ 2^D*a*4- 3a?2D3a*+. . . 

En  égalant  les  coefficients  des  puissances  dc^"',  on  obtient  la  for- 
mule ,     _, 

2(^7'       /,.v)I)Vl>V=o, 

[e  signe  1  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  h  et  k 
qui  satisfont  à  L'équation 

(,)  /c  -i-  h  =  a. 

La  formule  classique  du  Calcul  différentiel  devient,  en  se  servant  de 
la  notation  d'Arbogast, 

D*ar  '=  2  DVD*  a*; 

ci  en  ajoutant,  après  avoir  multiplié  par  une  constante  arbitraire  /,  on 
a  la  formule  plus  générale 

i\)%ar  '    -  1  (/,•/ •  -  hs  4-  l)  D*arDV, 

qui  remplace  les  deux  autres  en  donnant  à  ^  deux  valeurs  quelconques, 
principalement  <>  el  x. 

•■"   Nous  rapprocherons  «le  celle-ci,  à  cause  delà  similitude  du  sujet, 

bien  que  nous  n'ayons  pas  à  nous  en  servir,  la  formule  suivante  : 


/(/•4-.v)  j^a      a        P 


t/r  \  h  «/s  4  /. 

"z7-      i~w*    a"    '' 


7/  .s  <//•  —  (/S 

\      :  -.l(kr-  hs-ht)T)h    "         ,  I) 

—  qr  —  // 

qui  parait  digne  de  remarque. 

Il  faut,  dau>  la  Note  citée,  se  reporter  à  la  série 

u=  az'1  +  a{z  ''   -h  (t.,z  ''    -+- .  . . 


r.V  —  A 
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qui  donne  par  l'inversion  la  première  formule  de  la  page  68,  à  savoir  : 

VI]  I7/M-I  qr+l 

'/'•      --,  7'-+'  -~- -  V+2  — '-— 

=  u1 Y-  u  '    D h  u  '     D- 


—  qr  — qr  — qr —  i  — qr 

on  en  conclut  l'identité 


/      qr  qr  qr+l  qr+l  qr  (-2  qr+2 

-3L-  ii^~Da~~  +  -^—  u~  D2a~  4- . .  . 

7/4-  I  qr  ■+-  2 

(/.s'+l  qs+-\  qs+ï  qs-+2 

(  up  a    •'  -    — ^-  uT  D«~  +  -^—  u~ir  T)2a~  +. . . 
qs  4-  i  7s  4-  2 

En  la  différentiant,  puis  la  divisant  par  celle  qui  résulte  de  cette  dif- 
férentiation,  on  a 


qr  qr  </r-h\  (fr-t-l  qr-\-i  qr+l 

1  dz  u~p~  a    >• 


/'  4-  u  i'       Drt     p     -hu  p       D2«     p     4- 


7/-  7/-  4- 1  qr  -+-  2 

?i   1    _7i  ?fH_i        _^  7ili2_i  _?£±? 

«p     «   'J  4-  w.  p  "  Da     p    4-  u  p       T>'2a     p    -+- . . . 

^  qs  ql+ï  qTVl  ql+2  qs+î 


91  up  a   n  _+_  __?L_ M  /'    D«_   "    4-  -^—  w  '    D5 


a 


p 


7.V  7.V  4-1  qs  -\-  2 

puis,  en  égalant  les  coefficients  d'une  même  puissance  de  u,  il  vient 


qr+k  qs 

a    ~P~     ^,     a'~'' 


2(Av  -  hs)Bh  ——-7  D*  -f! — „  =  o, 

v  7  —  7/-  —  /<  —  75  -*  A' 

le  signe  2,  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  nulles  et  positives  de 
h  et  k  qui  satisfont  à  l'équation  (i).  Pour  l'application  de  cette  formule 
à  des  cas  particuliers,  il  est  bon  de  noter  l'identité  suivante  : 

kr  —  lis  =  r(qs  H-  k)  —  s(qr  -h  h). 

En  dirigeant  les  calculs  d'une  autre  manière,  on  trouve  une  seconde 
formule . 


qr+2 
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La  formule  rappelée  ci-dessus,  à  savoir 

(II-  rt/M-l 

.  -'    -  ,  Jf  "   1  +  «-  D  -V-7  +  «~  D°  ^7^  ^ 

donne  par  le  changement  de  /•  en  s,,  puis  par  le  changement  de  r 

en  /•  H-  -v, 

,/v  qs+i  .  <7*+* 


y.V  —  y*  —  f]S  —  \  —  (/S  —  2 

qi+qs  ,  qr-H/s-h\ 

=  BV-    »      "       +„—  D 


Y ,  ,    h  .v)  —qr  —  qs  —  7''  —  7V _  ' 


qr+qS-ht 


+  u    •'      D2 


r/  /' 


—  Y7'  ~  7V  —  '■ 

En  multipliant  les  deux  premières  entre  elles,  il  vient 


qr  qs 

qr-i  qs     -i-      -  — 

s'-1"'  _        — —  a    >'  a    i' 

q'rs  ~  —  qr  —qs 


[qr  qs  i-i                               qr+\               qs~\ 

_i_  -1 -L -J- 

2_!LD  «    '     +D   "     "      !LI 

—  7''  7-s "  —  '            —  7/—  «   —  7SJ 

[or  (74  l  X 

_  -!_  —'- 

—  Çr  7V  —  a 


</\+a— i 

D    fl     ''     Da-'     a      P 


qr  —  i  —  qs  —  a  -+- 

V  •  j  <7M-a-î 


y/'  —  2  —  7.9 —  a  -+-  2 


I 


(  lomparanl  celle-ci  avec  La  troisième  el  égalant  les  puissances  égales 
de  11.  on  trouve  la  formule 

'/'       .  (/r  '  /;  qs  >  /, 

'  !    |)  "  vp*      a"7"      ])A      «     "Z" 


7'  J  '//■       7*  —  a  y;'  —  h  qs  —  A 
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De  celle-ci  et  de  la  précédente  on  passe  facilement  à  la  for- 
mule (2  bis),  en  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  une 
constante  arbitraire  t  indépendante  de  A-  et  h,  et  qui  reçoit  principale- 
ment les  valeurs  o  et  ce.  Ce  n'est  qu'une  manière  d'écrire  sous  une 
forme  unique  les  deux  équations  comprises  dans  (2  bis). 

La  notation  différentielle  donnerait  bien  aussi  les  mêmes  for- 
mules^) et  (2  bis),  mais  dans  une  forme  plus  compliquée. 

3°  Revenons  au  changement  de  variable  indépendante  dont  il 
s'agit. 

z  étant  une  fonction  de  x  et  par  suite  x  une  fonction  de  s,  nous 
posons,  pour  abréger, 

dz  d-  z  di  z 


Cl.,    =    T—,  )  «  1    = 


dx  -        1 .  idx1  1.2.0  dx  3 

et,  avec  le  changement  de  variable, 


,  dx  ,  d- x  ,  d*  x 

b.  =  -r->  b.,  = 


dz  -         1.1  dz*  :î_"    i.2.3rf::) 

et  ta  la  place  de  l'équation 

dz    d.r 

dx    dz 
nous  écrivons 

aK  bt  =  1, 

dans  laquelle  a,  est  une  fonction  de  x  el  bs  une  fonction  de  r. 
En  différentiant  par  rapport  à  x,  il  vient 

•  o  a,        dn~ibi  -ia,       d"-2bi  3a3       d'l-àbx 

^    *      l>  —  1]  d*"~l    +  ["  —  2]  dx"--   +  |>  —  3|  TÂP7^»"  + ° ' 

les  expressions  [n  —  ij,  \n  —  2J,. . .  désignant  les  factorielles 

1 . 2.3. . .  (n—  1),     i.2.3...  (n  —  2). 

D'après  le  théorème  des  fondions  de  fonctions  (p.  67  du  Mémoire 

Journ.  de  Math.  (4«  série),  Tome  III.  —  Fasc.  I,   is^--  " 
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cité  ),  on  a 


f//|  </.<■»   "'    dz    [n]     '   dz'l~l        [n—i]    '     dzn~i         [n  —  2] 
ou  bien,  pai   les  notations  ci-dessus, 

La  substitution  dans  l'équation  (3)  donne  ensuite 

I  "'v',"  +  (/»  —  i)^„-,  («1  D#"~2  +  -2a2a"  - ) 

H-(/î-2)^_2(alDa<-3-f-2a2D<-3-h3a3a,;-3)-f-...  =  o. 

Maintenant  j'emploie  la  formule  (2)  qui  équivaut,  ainsi  qu'on  l'a  \n 
ci-dessus,  à  deux  autres  équations,  à  savoir  :  en  faisant 

t  =  o,         /•  =  1 ,  s-  =  /<•  —  jo  —  1 ,  y.  =  p, 

à  l'équation 

1 1  />  -  («  -  />)  A]  D*aD^*aH-^  '  =  o, 
h  en  faisan  1 

*  =^  x,         /•  =  1 ,         s  =  7i  -  p  —  1,  a  =  />. 

à  I  équation 

I  )/'«"  /»  =  v  \y>  al)P-'lan-p-i . 

En  retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  après  avoir  mul- 
tiplié la  deuxième  par  n  el  changé  a  en  an  il  vient 

n\)''a'\  '■      (  n  -p)2(i  +  h)T>Aai  D'~X  "  '• 
puis 


^[fliDX'"1   i   2«aD'  V//;  ''  '-h3a3  D''-2<  ''  '  k..|. 
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Par  là  réquation  (4)  s'écrit 
(  5  )  bn d\  +  bn_ ,  D  a"- '  +  bn._%  D2  a**  -h . . .  =  o  ; 

c'est  la  généralisation  de  la  formule  a,  6,  =  i  pour  les  differentiations 
d'ordre  supérieur. 

En  faisant  successivement  dans  celle-ci 

n  =  i,         «=  2,         «  =  3,  . . ., 

on  a  les  équations 

&,  D  «,  n-  62a2  =  o, 
(6)  j  6lDta1  +  ft,D;+ft,a;=o, 

ftiD'a,  -h  &2D2a2H-  &.,DaJ  -h  ft4aj  =  o, 


d'où  l'on  tire  sous  forme  de  déterminant,  par  exemple  pour  n  =  5, 


(7) 


K  = 


(-!)« 


D  a, 

o 

a; 

0 

o 

D2a, 

D  aj 

< 

o 

D3«, 

D2a; 

d  «:; 

a\ 

D*«. 

D3a; 

D2a* 

\)a\ 

La  loi  est  assez  évidente  pour  qu'il  soit  inutile  d'écrire  le  détermi- 
nant sous  la  forme  générale.  C'est  la  formule  pour  le  changement  de  la 
variable  indépendante  qui  a  été  annoncée. 

Remarque.  —  Il  est  peut-être  bon,  pour  abréger  d'autres  calculs 
analogues,  de  mettre  en  évidence  la  solution  des  équations  suivantes 
dont  on  s'est  servi  pour  former  le  déterminant  (7). 

Les  équations  données  étant 


xa  =  1, 
xal  -\- yh 


o, 


x  a2  +  y  b.2  -h  z  c2  =  o, 

xa3  -\-yb3  H-  zcs  -+•  vdz  =  o, 

xa,,  -\-ybk  -h  zck  -+-  vdA  -+-  ueA  =  o, 


6o 
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on  sait,  par  la  règle  connue,  que  les  inconnues  a?,  /,  s,  p,  u  sont  don- 
nées par  les  formules 


*=d'     y  = 


h 


D 


V  U 


les  déterminants  X,  Y,  Z,  V,  U,  D  étant  mis  sous  la  forme  symbo- 
lique 


D  = 


Y  = 


« 

o 

o 

0 

0 

«, 

&, 

(t 

0 

0 

"  1 

h. 

Ci 

0 

0 

a^ 

l>. 

'': 

'/, 

0 

"\ 

bK 

r. 

dK 

c. 

a 

i 

o 

0 

0 

«, 

o 

o 

0 

0 

fla 

o 

c2 

0 

0 

a3 

o 

Cj 

* 

0 

"•, 

o 

C* 

d, 

f'; 

a 

o 

O 

1 

0 

a. 

bt 

O 

0 

0 

<7_, 

ba 

ca 

0 

O 

«8 

l>. 

c3 

0 

0 

a, 

bA 

'■■■ 

0 

e4 

z 


u  = 


I 

0 

0 

0 

0 

0 

&, 

0 

0 

0 

0 

&2 

<•., 

0 

0 

0 

&3 

c8 

<*3 

0 

0 

&4 

r. 

^H 

<■; 

a 

O 

1 

O 

O 

«, 

*| 

() 

O 

() 

a2 

&2 

O 

O 

O 

a3 

&3 

t) 

't. 

O 

«* 

&< 

0 

d, 

''s 

a 

O 

O 

0 

. 

«, 

b{ 

O 

0 

t) 

aa 

b3 

C2 

0 

O 

«3 

l>. 

c3 

4, 

O 

«/, 

bt 

c. 

A 

O 

"u.  plus  simplement, 


I  )  =  c/A(  C20?a  ''•, 


X  = 


A,  o  o  o 

b2  C2  o  o 

63  r,  rf8  o 

^  ''•,  rfi  e, 


Y  = 


V 


APPLICATIONS    DE    LA    DERIVATION    D  ARBOGAST. 

at  />,  O  O 

a.,  b2  o  o 

a3  b3  cl.)  o 

a,,  b.t  // ■  c. 

at  bt  o  o 

a2  b.,  c,  o 

a.t  b)  c3  dz 

a.  b,.  c,  dfl 


(h 


a, 

O 

o 

o 

a2 

ci 

o 

o 

a. 

c3 

d3 

o 

aA 

CA 

<l; 

c 

at 

b{ 

o 

o 

a. 2 

b.2 

c2 

o 

«3 

b3 

c3 

o 

a,, 

bt 

C'. 

e 

u 


Ceci  suppose  qu'il  y  a  cinq  équations  données;  pour  un  plus  grand 
nombre,  il  n'y  a  qu'à  observer  la  loi  que  suivent  les  déterminants 
X,Y,. ... 

Considérons  maintenant  les  divers  systèmes  d'équations 


xa 


(«) 


xa  =  i 

xaK  H-  vb{  =  o 


xa  =  i 

a?a,H- y&i  =  o 
xa2+ybi-Jt-zci  =  o 


les  valeurs  des  a?,  /,-,...  sont  données  respectivement  par  les  for- 
mules 


07  =  -j 

a 


y~        abi 


a«     b» 


«1 

&1 

O 

«2 

&2 

c2 

«3 

&8 

c3 

w  = 


a  bt  cs 

aY     by  o      o 

a2     6S  cs     o 

«3        &8  Cj        fl?3 

a,t     bit  c4     û?t 


a  &i  c2  <-/(  a  ^i  c2  rfs  e4 

La  comparaison  des  équations  (8)  avec  les  équations  (6)  donne 


bt  =  -,        b,= 
a, 


b.  =  -i 


a? 


D  a,  a* 


6  2 
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D  a{ 


DÉRIVXTIOW    dVrBOGAST. 


D2«(     D  a]        "\ 
T)3a{     D2«;     Va] 


el  i-nlin 


I)  a, 


(-i)'-M  D2<n     D  a;         «î       ° 
D"«,     D2a!     D«!        «l 

dv/,  d3«;  d2«;  d«; 


ce  <|in  < 


■si  la  formule  I  7  l. 
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Recherches  sur  les  groupes  d 'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
des  substitutions  linéaires  de  contact; 

Par  M.   L.  AUTOMNE. 


In 


TRODUCTION. 


Dans  une  série  de  Communications  présentées  à  l'Académie  des 
Sciences  (Comptes  rendus,  années  1884  et  [885)  et  dans  deux  Mé- 
moires insérés  dans  le  Journal  de  Mathématiques  (i88j  et  1886), 
j'ai  énuméré  et  construit  les  groupes  d'ordre  fini,  contenus  dans  les 
groupes  quadratique  et  cubique  Gremona.  Je  me  propose  actuelle- 
ment (*)  d'étendre  le  même  genre  de  recherches  aux  substitutions  Ir- 
rationnelles, où  ne  figure  plus  une  seule  série  de  trois  variables  homo- 
gènes xt  (coordonnées  d'un  pointa;  du  plan),  mais  encore  une  seconde 
série  de  trois  variables  homogènes  ut  (coordonnées  d'une  droite  //  «lu 
plan  ),  i  =  1,  2,  3. 

Parmi  les  substitutions  de  ce  genre,  les  plus  importantes  sont,  comme 
on  lésait,  les  substitutions  de  contact  (S.  Lie,  Math.  Ann.,  1.  \  III: 
Clebsch-Lindemann,  Leçons  sur  la  Géométrie,  t.  III,  etc.),  qui  oui 
le  contact  des  ligures  pour  propriété  invariante.  Ces  substitutions 
changeant  une  équation   différentielle   du  premier  ordre   II    en   une 


(')   Un  résumé  des  présentes  recherches  ;i  paru  dans  les  Comptes  rendus,  le 
8  février  188O. 
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autre  II',  changenl   aussi  les  intégrales  de  H  en  les  intégrales  de  H'. 
C'esl  Là  l'intérêl  de  ces  substitutions  en  Analyse. 

Le  présent  Travail  es!  divisé  en  deux  Parties. 

Dans  la  première  Partie,  j'établis  le  théorème  suivanl  : 

Théorème.  --  Pour  qu'une  substitution  rationnelle  de  la  forme 

Xi      'f,(/',   u) 


",■     'V''-  "' 


(i=z  I,  2,3), 


OÙ  fy  et  tyi  sont  des  polynôme:-;  homogènes,  dans  lesquels  les  .r,  et 
les  u,  entre  ni  aux  dimensions  marquées  par  les  entiers  p,  q,  /',  S  sot/ 
de  contact,  il  faut  et  il  suffit  que  les  six  quantités 


<*?, 


2+'^""X^  '''  S+'^y"^^'  (/,./=»,   2,3), 

i  i 

s'annulent  identiquement  en  même  temps  que 

2"/a?i=°i 

i  ei  'i.  étant  deux  facteurs  convenablement  choisis. 

Cette  proposition  n'est  d'ailleurs  qu'une  généralisation  des  condi- 
tions données  par  Meyer  (  Math,     ha/.,  t.  \  III,  p.  3o5,  el  Clebsch- 

LlNDEMANN,   I.    III,  |).    ^63). 

Je  trouve  ensuite  que,  si  un  des  entiers  />,  q,  r,  5  est  zéro  ou  un,  une 
substitution  birationnelle  de  contael  ne  peul  avoir  que  l'une  des  deux 
formes  suivantes  : 

Forme  monistique.  —  On  a  la  substitution 

xt    y((x) 
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où  les  fonctions  cp,-  définissent  une  substitution  Cremona 

I  h     ?«(0  li 

et  où  $ij(x)  désigne  le  coefficient  de  ~-  dans  le  développement  du 
jacobien  des  fy. 

Forme  dualistique .  —  On  a  la  substitution 

xt     <Çi(u) 


T  = 


Ut       ^Xi^ijill) 


qui  ne  diffère  de  la  forme  précédente  qu'en  ce  que  uL  remplace  .r,  dans 

Dans  le  cas  particulier  où  aucun  des  quatre  entiers/»,  y,  r,  s  ne  dé- 
passe l'unité,  je  dis  que  la  substitution  est  linéaire.  I  ne  substitution 
linéaire  monistique  est  de  la  forme 


(■) 


i 
Ui        YcCtjltj 


(cLij  =  const.), 


où  a,-,-  désigne  le  coefficient  de  a,-;  dans  le  développement  du  détermi- 
nant des  dij\  une  substitution  linéaire  dualistique  est 


(?) 


i 


(bij—  const.  ), 


3,-;   ayant  le  même  rôle  par  rapport  aux   />,,  que    y.,r   par    rapport 
aux  a,j. 

Il  n'est  pas  nouveau  que  les  substitutions  linéaires  (i)  <i  (  2  )  sont  de 
contact,  mais  la  réciproque  n'avait  pas  été  démontrée  jusqu'ici,  à  notre 
connaissance. 

Journ.  de  Math.  (4«  série).  Tome  III.  —  Fasc.  1.  1887.  9 


66 


L.     A.U  TONNE 


\|)n's  avoir  défini  la  composition  (\<><  substitutions  de  contact,  j'é- 
tablis dans  la  seconde  Partie  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Toul  groupe  G  linéaire  de  contact  et  d'ordre  fini 
s'obtient  en  combinant  la  substitution  dualistique  unique 


xt     ut 

Us      Xi 


qui  échange  simplement  les  deux  séries  de  variables,  avec  un 
groupe  g  formé  exclusivement  d'un  nombre  fini  de  substitutions 
monistiques. 


Soienl 


Xi        ^  (lijXj 

u,  y*,,/*, 


les  diverses  substitutions  monistiques  de  g\  nous  trouvons  que,  pour 
que  g  soit  d'ordre  fini,  il  faut  el  il  suffit  que  les  collinéations 


h     2«/y(/ 


forment  un  groupe  Y  d'ordre  fini.  Le  groupe  Y  est  par  conséquent 
connu,  puisqu'il  esl  l'un  «les  groupes  linéaires  (Tordre  fini  de 
M.  Jordan  (Journal de  Crelle,  t.  Si.  etc.). 

Le  groupe  linéaire  <i  de  contact  el  (Tordre  fini  se  trouve  ainsi  con- 
struit h  notre  théorie  esl  complète. 


PREMIERE  PARTIE. 


I.   Prenons,   la   terminologie  usitée  dans   l'Ouvrage  de    Clebsch- 
indemann  (Leçons  sur  la  Géométrie,  t.  [II,  Connexes).  Appelons 
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élément  (#,  u)  du  plan  le  système  formé  par  un  point  oc,  de  coordon- 
nées x,-,  et  une  droite  u,  de  coordonnées  uL  (î  =  i,  2,  3).  L'élément  est 
principal,  si  la  droite  «  passe  par  le  point  a?,  c'est-à-dire  si 


(0 


=  2  "'^  =  °' 


Considérons  deux  éléments  principaux  infiniment  voisins  (./\  u)  el 
(a?  •+-  ^a;,  m  -h  c?m)  ;  ils  seront  en  situation  réunie,  si  Ton  a 

V  f/(  dxt  =  V  x'idui  =  o. 

Une  substitution  S  est  de  contact  si  à  deux  éléments  principaux 
infiniment  voisins  et  en  situation  réunie  quelconques 

(x,  u)     et     (x  -+-  clx,  u  -4-  du) 

S  substitue  deux  éléments 

(7»«0     et     (y  +  dy,v  +  dv) 

aussi  principaux,  infiniment  voisins  el  en  situation  réunie.  L'impor- 
tance des  substitutions  de  contact  consiste  surtout,  comme  on  sait,  en 
ce  que,  si  une  substitution  de  contact  S  transforme  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  H  en  une  autre  H',  S  transforme  aussi  les 
intégrales  de  H  en  celles  de  H'. 

Définition.  —  Si  Ton  a  identiquement,  en  désignant  par  A,  I>.  C 
trois  formes  en  xL  et  uh 

A  =  B  -f-  Cw,  C0  =  2  lfi;l'h 

nous  écrirons 

A  =  B         (modw). 

Je  ne  m'occuperai  dans  la  suite  que  de  substitutions  rationnelles 
de  contact,  que  l'on  peut  évidemment  d'ailleurs  supposer  toujours 
entières,  sans  restreindre  la  généralité. 
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2.  <  lonsidérons  la  substitution 


•'7 

)'i 

S  = 

"/ 

Vi 

ou 


( p  ''  ! 
II,    i,{'--"] 


(1=1,  2,3), 


.mi  l'on  ;i  désigne  par 

a ti  ./•.  // .)  une  forme  de  dimension  p  en  ./;,-  cl  j  en  uh 
tyf\  ./•,  //)  »  /•  s     »     . 

Il  vienl  la  proposition  : 

Théorème.  —  Pour  que  la  substitution  S  soit  de  contact,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait  les  six  relations 


(  i  I  2^'  foj      ~Ku'         (modw), 

i 

(2)         2^'5Î;       •"''  (modw),  l 


(/,;'  =  i,  2,3). 


I.   /.rv  conditions  sont  nécessaires.  Si  la  substitution  S  est  de  con- 
tacl  les  relations 

(3)  2?'*'-2+'^=2?"*i''=o 

'  i  / 

doivent  être  satisfaites  en  même  temps  que 

'  '  i 

(  !ela  exige  d'abord 
'    '  I  ^  ?'^      °  (modeo). 
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En  second  lieu 

(6)  ,'    ' 

Appelons  /i,  de  coordonnées  A-,,  un  point  quelconque  de  la  droite  m, 
et  /  une  droite  quelconque,  passant  par  le  point  x.  Entre  les  six  coor- 
données kh  U  de  k  et  de  /  existeront,  deux  et  seulement  deux  rela- 
tions 

(7)  2^a'  =  2^aî'==0, 

i  i 

D'ailleurs,  en  vertu  de  (4)  et  (7), 

dxt  =  tzx\  -+-  akh         du,  =  [3  uL  -+-  blh 

les  quatre  facteurs  a,  a,  b,  (3  étant  tout  à  fait  indépendants  les  uns  des 
autres. 

Par  suite  (6)  devient 


(6') 


|      '  /  '  fi 


En  vertu  de  (3)  et  (5),  on  a  séparément,  puisque  a  et  b  sont  des 
facteurs  indépendants, 

(2*/ 2+'^-°     (modo,),  I 

(^')    /    y  l  sous  le  bénéfice  de  (  \  ). 

2^2+^=°     (modo,),  1 

/  i  1 

Les  relations  (7')  ne  pouvant  être  distinctes  de  (7),  on  a,  en  dési- 


7" 
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rnanl  par>  el  p.  deux  facteurs  de  proportionnalité, 

i 


(modco) 


C.     Q.     F.     D, 


II.  Les  conditions  sont  suffisantes.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de 
foire  voir  que,  si  (i)  et  (2)  sont  vérifiées,  les  relations  (3)  et  (5)  ré- 
sultent de  (4).  Cela  est  évident  pour  la  seconde  des  relations  (3)  en 
vertu  de  ce  qui  précède. 

De  (1)  on  tire 


i  1  i 

1  est-à-dire  ('  5). 

Différentions  (5),  qui  peut  s'écrire  aussi 

il  viendra,  sous  le  bénéfice  de  (4), 

i  L    »  ' 


(modco  ), 


t  modco  ), 


est-à-dire 


2?,  #1=0         (modco). 


Le  théorème  < -si  ainsi  démontré. 

Il  résulte  il''  là  que  le  système  (»)  et  (2)  entraîne  aussi  l'existence 
■  lu  système 


29,£-v„y,| 


1?  35;  si* •'■-■■ 


(modco)     ('). 


Ma  démonstration  diffère  de  celle  de  Mayer  (  \fathematische    [nnalen, 
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-I 


3.  On  peut  évidemment  sans  changer,  au  point  de  vue  géométrique, 
la  substitution  S  remplacer 

yt  par  a^+a/U     et     <\>t  par  6 ^H- [3,(0, 

a,  b,  a,,  (3,-  étant  quelconques.  Un  calcul  aisé  montre  que  ce  rempla- 
cement laisse  subsisterai)  et  (2),  en  changeant  toutefois  la  valeur  des 
facteurs  X  et  [i.  Quant  à  la  légitimité  du  remplacement  ci-dessus  in- 
diqué, elle  résulte  de  ce  que  je  ne  m'occupe  du  déplacement  par  S  que 
des  éléments  principaux. 

4.  Théorème.  —  Si  l'une  des  deux  séries  de  variables  xL  ou  u\ 
entre  linéairement  dans  l'une  des  deux  séries  de  fonctions  ©t-  et  <hh 
qui  défaussent  S,  supposée  de  contact,  celle  même  série  de  variables 
manque  dans  l'autre  série  de  fondions. 

Soit,  par  exemple,  une  substitution  de  contact 

(p    i\ 
?i     ®i\x,  u) 

U,       $i\0C,  u 

1 

Une  des  conditions  de  contact  est  (2) 

(  '  '  2  ?'  as)  =  2  ?'p«  w — ^'xj 


Xi      <fi\X,  u) 


Ui       2  Uj^ij\X 


xt    yt 


Supposons  le  déterminant  des  l\y(x')  (déterminant  fonctionnel  des 
dérivées  —-  j  différent  de  zéro,  on  lire  de  (1) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

t.  VIII,  p.  3o5,  et  Clebsch-Lindemann,  t.  III,  p.  \63)  en  ce  que,  au  lieu  de  consi- 
dérer les  six  variables  ,r,,  //,  comme  indépendantes,  je  les  considère  comme  liées 
par  (4).  Pour  passer  de  mes  résultats  a  ceux  de  Maver,  il  suffil  d'annuler  dans 

(1)  ou  (2  )  À  ou  ;a. 


-■' 


L.    A.UTONNE. 


Si  le  déterminanl  des  Prêtait  identiquement  nul  fou  =  o(modw), 
puisque  ut  ue  figure  pas  dans  ce  déterminant],  on  aurait,  en  désignant 
par  -,i  x  |  des  formes  en  xt  convenablement  choisies, 

i  i  / 

indépendamment  des  «,-.  Quand  m,  par  conséquent,  tourne  autour  du 
poinl  /■,  la  droite  e(ou  •]/)  tourne  autour  du  point  cj,  ayant  pour  coor- 
données tJ/(a?)l  ma's  (1)  le  point  y  est  l'intersection  des  droites  r  et 
r  h-  cA-  :  donc  le  point  y  (ou  9)  coïncide  avec  ot;  ©/(a?)  est  indépen- 
rlanl  desw£et  le  théorème  est  démontré. 

Si  enfin  tous  les  mineurs  du  déterminant  des  P,y  étaient  nuls,  on 
aurait  iL=  ûf/Y,  (a,=  consl.);  la  droite  v  serait  fixe,  quand  l'élément 
principal  |  /■.  u  )  se  déplacerait  dans  le  plan.  Les  ce3  éléments  princi- 
paux du  plan  se  transformeraient  en  les  ce  éléments  principaux  formés 
par  la  droite  fixe  pet  un  point  mobile  jy  sur  cette  dernière.  C'est  un  cas 
que  nous  excluons  par  hypothèse. 

Du  théorème  résulte  ce  corollaire  «''vident,  que  nous  donnerons  sans 
démonstration  : 

Corollaire.  -  Si  dons  l'expression  de  lu  substitution  de  contact  S, 
don nrc  plus  hu ut  (20),  l'un  des  quatre  entiers  /;,  y,  /\  .v  ^'.s7  l 'unité, 
S  ne  peut  avoir  une  deux  formes  distinctes  : 


S  = 


- 


•'", 

9/W 

", 

2X-P/,(i) 

i 

•'7 

9i{u) 

"/ 

i 

.v  =  1 ,         q  =  o   (forme  monistique  ). 


r  =  1 .         p  =  o  <  forme  dualistique  ). 


5.  Considérons  maintenant  des  substitutions  de  contact  biration- 
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nelles.  Soit  S  une  pareille  substitution,  étant  par  hypothèse  monis- 
tique, 

xt     <p,-(ar) 

ut     2«yPy(i) 

7 

il  est  bien  évident  que  la  substitution  ternaire 


T  =   |    ti       <ft\t 

est  une  substitution  Cremona  d'ordre  p. 

La  substitution  S  étant  de  contact,  on  a  (2),  en  posant 


la  relation 

W  2+<^  =  ^    «      (modw)  (1,7  =  1,2,3). 

i 

Le  déterminant  (I>  des  -p1  est  le  jacobien  du  réseau  de  t  [?;oz/-  mes 

y 

deux  Mémoires  Swr  /es  groupes  Cremona  {Journal  de  Mathéma- 
tiques, 1 885  et  1886)]  et  ne  saurait  être  =  o(modo>),  c'est-à-dire  iden- 
tiquement nul,  puisque  u^ne  figure  pas  dans  $.  On  peut  résoudre  le 
système  (i)  par  rapport  aux  ^-  et  l'on  en  tire 

^~(x2"A/,  d'ou         *</(*)=*</• 


en  désignant  par  (I>,    le  coefficient  de  -y^-  dans  le  développement  du  dé- 

terminant  (I>,  d'où 

r  =  2(/>  — i), 


S  = 


./■,     o,Vic 


2  (  p  -  «  )  ' 


Ui      ^UjQiji      x       ) 

/ 
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(».  On  démontrera  absolument  de  la  même  façon  qu'une  substitution 
,1,.  contact  birationnelle  el  dualistique  est  do  forme 


T 


Xi     ot{.l/ 


ui     ^àJ'j(^'ji     u 


q-\\ 


<|>    étanl  le  coefficient  de  |^  dans  le  développement  du  déterminant 

'J  (III  j 

<l>  des  '  — :  la  substitution  ternaire 
diij 

I,      ?/<  I  >   i 
.•si  d'ailleurs  aussi  une  substitution  Gremona. 

7.  appelons  linéaire  une  substitution  d<'  contact  S  dans  laquelle 
aucun  des  quatre  entiers p,  q,  /*,  s  ne  dépasse  l'unité.  I  ne  substitution 
linéaire  de  contact  ne  peut  être  (4)  que  monistique  (5)  ou  dualis- 
tique (6).  Si  la  substitution  linéaire  esl  monistique,  on  a  évidemment 

//    -  i,         i{p  —  i  }=  o; 
si  la  substitution  linéaire  esl  dualistique 

gr  =  i,         *(q-  0=  °- 
En  résumé,  une  substitution  linéaire  monistique  a  esl  de  la  forme 


a  = 


djj :==  const.  («',/=  I  T2,  3), 


a,,  étant  le  coefficient  de  a,    dans  le  développement  du  déterminant 
des  a/y,  c'esl  à-dire  l'élément  du  système  adjoint  au  système  des  <in. 
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De  même,  une  substitution  linéaire  dualistique  de  contact  h  sera 


Xi     ^  bij  uj 

i 

u i  2  $vxj 


h;j  =  const.  (  /,  7  =  1,  ^,  3), 


(3^  jouant  le  même   rôle  par  rapport  aux   btJ   que   a,-;   par   rappor 
aux  dij. 

8.   Appelons  A  la  collinéation  des  air 


an  a)2  a13 

A  =     a,,  a22  a23 

a3l  a32  a,, 

et  A   la  collinéation  transposée  des  ay7; 

a,,  a21  a3l 

I 

A' =     al0  a,0  a,. 


a,  3     a23     <7 


(2 
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la  collinéation  des  a,-,- 


a  i,      y. ,  o      a ,  ., 
a.,,      a,,     a.,. 


a 


.1  l         «  3  2 


a,.,     a. 


sera  évidemment  A'-1. 

Cela  posé,  appelons  A(/)  l'être  géométrique  (droite  ou  plan)  qui 
a  pour  coordonnées  les  transformées  par  la  collinéaliou  A  des  coor- 
données /,  de  Pêtre  /.  La  substitution  linéaire  et  monistique  de 
contact  a  (7 )  pourra  s'écrire,  d'après  la  définition  précédente, 


x     Ai  ./■  i 
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el  la  substitution  dualistique  b, 


b  = 


x      B(u) 
u     B'-*(x) 


Les  collinéations  A,  B,  . . .  seront  les  collinéations  directrices  des 
substitutions  linéaires  a,  &,  — 

Remarque.  —  Un  calcul  aisé  montre  que 

(AB)'  =  B'A'; 

en  d'autres  termes,   le  transposé  d'un  produit  de  collinéations  est 
1  an  produit  des  transposées  prises  en  ordre  inverse. 

t).   Soient  deux  substitutions  rationnelles  de  contact 


S  = 


xt     ?,(#,  u) 
ut     <\>i(x,  m 


et 


S' 


Ui     <\>'i(x,  u) 


conformément  à  <  1  < *s  conventions  que  j'ai  déjà  faites  à  propos  des  sub- 
stitutions Cremona  {Journal  de  Mathématiques,  p.  433;  i88j),  la 
substitution 

•'V     ?'<(?> +) 

sera,  par  définition,  le  produit  >'>  de  S' par  S. 

Sur  la  forme  même  des  substitutions  linéaires  de  contact  (7  et  8). 
on  \<>ii  immédiatement  que  : 

i"   l  ne  substitution  linéaire  de  contact  esl  Irrationnelle  ; 

Que   le  produit  de  deux  substitutions  linéaires  de  contact   esl 
aussi  une  substitution  linéaire  de  contact. 

Je  pourrai,  par  suite,  parler  légitimement  des  groupes  linéaires  de 
contact,  formés  de  substitutions  de  la  forme  a  et  b  (7  et  8). 

Dans  ce  qui  suit,  il  n'est  question  que  dr>  substitutions  linéaires  de 
contact;  pour  abréger,  j'appellerai  simplement  monis tique  et  dualis- 
tique la  substitution  de  la  forme  a  et  l>  (8). 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


10.    Soient 


a  = 


x       A(x) 
u     A'-'(«) 


des  substitutions  monistiques  et 


c  = 


x       C(u) 
w     G'~*(x) 


d  = 


x  B(x) 

u  B'-'(» 

#  D(w) 

m  D'-'(^) 


des  substitutions  dualistiques. 

Les  règles  données  plus  haut  (9),  pour  la  multiplication  des  substi- 
tutions, et  un  calcul  aisé  montrent  que  l'on  a 


a 


b  = 


(i)   (a-  = 


ac  = 


x         AB(.r) 

u  A'-'B'-'O) 
x         A-1  (a?) 
U  A'(u) 

x        AC(w) 

u  A'-'C'-'Çx) 


cd 


ac  = 


X 

CD'-«<» 

u 

C'-'D(» 

X 

C'(«) 

u 

O'O) 

X 

C'A'-1  (>'(./■) 

u 

C-fAC(tt) 

Lemme  I.  —  Soit  G  w/i  groupe  linéaire  de  contact '.  Les  substitu- 
tions monistiques  contenues  dans  G  forment  un  groupe  g,  contenu 
dans  G  et  permutable  à  ses  substitutions. 

Ce  lemme  résulte  immédiatement  des  égalités  (i). 

Lemme  II.  —  Le  groupe  G  résulte  de  la  combinaison  du  groupe 

monistique  g  avec  une  seule  substitution  dualistique  t . 

Soit  une  seconde  substitution  dualistique  x  de  G;  le  produit  ~t~f  =  s 
sera  monistique  et  contenu  dans  g,  ainsi  qu'il  résulte  des  égalités  (i); 
donc  t  =  st.  c.   q.   p.   i». 
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Il    résulte  de  là  que  g  contient  la  moiiié  des  substitutions  de  (1; 

Jolie  : 

Lemme  111.  —  Pour  qu'un  groupe  linéaire  de  contact  (\  soit 
d'ordre  fini,  il  faut  et  il  suffit  que  le  groupe  g,  formé  par  les  sub- 
stitutions monis  tiques  de  (>.  soit  lui-même  d'ordre  fini. 

Les  égalités  l  i  l  montrent  que  le  groupe  monistique  g  est  isomorphe 
sans  mériédrie  au  groupe  directeur  W  dérivé  des  collinéations  direc- 
trices des  substitutions  de  g\  par  suite  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  groupe  linéaire  de  contact  G  soif 
d'ordre  fini,  il  faut  et  il  suffit  que  le  groupe  r,  formé  par  les  col- 
linéations directrices  des  substitutions  monistiques  de  G,  soit  lui- 
niéme  d'ordre  fini. 

Le  groupe  r  esl  l'un  des  groupes  de  M.  Jordan  (woirpour  le  Ta- 
bleau de  ses  groupes  le  Tome  84  du  Journal  de  Crelle  ou  mon 
Mémoire,  inséré  dans  le  LIe  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, p.  i')'|).  Le  groupe  monistique  g  se  trouve  immédiatement 
construit  dès  qu'on  se  donne  F.  Pour  construire  G,  il  reste  à  construire 
lu  substitution  dualistique  unique 


t  = 


i(u) 
u     T'-»(» 


qui  se  combine  à  g  pour  former  ( i. 

II.  Appelons  H',  groupe  transposé  d'un  groupe  II  de  collinéations, 
le  groupe  formé  par  les  transposées  des  collinéations  <  S  )  de  1 1  :  dési- 
gnons de  même  par/r1  ll/>  le  groupe  transformé,  par  la  collinéation  /'. 
du  groupe  II. 

I  ,i  mhe.  Tout  groupe  W  de  M .  Jordan,  coïncide  avec  son  trans- 
posé. 

Nous  supposerons,  bien  entendu,  que  le  groupe  Y  est  général,  c'est- 


RECHERCHES  SUR  LES  GROUPES  D  ORDRE  FINI.  ~C) 

à-dire  contient  toutes  les  collinéations  qu'il  peut  contenir.  Nous  pas- 
serons successivement  en  revue  les  divers  types  de  M.  Jordan  (Journal 
de  F  Ecole  Polytechnique,  LIe  Cahier,  p.  1 3  4  )  • 

Premier  type.  —  Y  dérive  des  collinéations  de  la  forme 


A  = 


a , ,      (7I2       o 

a2,     a.2.2       o 

o         o      a.,. 


[3 


Un  calcul  simple  montre  que 


A'=K-'A-'KL, 


o       i       o 
i      o      o 

O        O         I 


L  = 


I      o        o 

O         l  O 

o       O        (/' 
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Iv  ligure  dans  T,  ainsi  que  L,  puisque  a33  est  racine  de  l'unité;   Y  fi- 
gure ainsi  dans  F,  et,  comme  A  est  quelconque  dans  l\  V '  =  V. 

Troisième  et  deuxième  types.  —  Y  résulte  de  collinéations  de  la 

forme 


P  = 


ointes  à 


Q 


o  I  O 
O  0  I 
l        0       O 


/>.         O         O 

o      p.2     o 

o       o     />, 

11  = 


o  d  o 
h  o  O 
o     o      c 


/;,,  c/,  />,  c  =  racines  de  L'unité. 
On  a 


P'=P,         Q'=Q* 


8o 

cl 


RIV 


L.    A.UTONNE. 

<r      0       O 
o     b2      o 

o        O        C2 


=  P» 


collinéation  du  faisceau  des  P, 

r'=r-p„      r=r, 

Quatrième  type.  —  Transformons  V  par  la  collinéation 


C.     Q.     F.     D. 


k  = 

Y  dérivera  des  collinéations 


I      o      o 
O        I        0 

o     o     k 


15  = 


C  = 


T       0 

O 

0       T  ' 

o 

=  A.             T'=l, 

o      o 

—  I 

O          I 

0 

I        o 

0 

=  B', 

0      o 

—  I 

(1 

i  —  a        %a{\  —  a)h 

!    —  (1 

a          —  ia{  i  —  a)k 

k     ' 

-lr 

1  ,  -  -ia) 

c, 


-i  l'on  .i  eu  soin  de  faire 

■±a(\-(i)lr    m,  i+ û(t -h  t*  —  2)  =  o. 

La  transformation  de  P  par  &  équivaut,  au  poinl  de  vue  géométrique, 
a  un  changement  de  coordonnées  el  n'altère  pas  les  propriétés  du 
groupe. 

V,,lsi    V  f.  C.     Q.     ..     I». 


8i 


n  = 


D 


B"',    B'  =  B\ 
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Cinquième,  sixième  et  septième  types.  —  Y  résulte  des  collinéa 
lions 

i      o  o 

o     G  o     =  A',        o-  +  0  +■  i , 

o     o  0- 

o      i  o 

0  O  I 

1  o  o 

I       o  o 

o     O2  o 

o       O  I 

.      .  0 

i      0  i     ,         E'^B-'DB)-1  E(B'DB); 

i     O2  O2 

p=  r  c.  o.  v.  d. 


Huitième  type.  —  Y  dérive  des  collinéations  suivantes 


A  = 


B  = 


C 


T 

o 

0 

O 

T2 

o 

O 

o 

_4 

0 

I 

O 

o 

0 

I 

1 

o 

0 

a 

c 

b 

<• 

b 

a 

b 

a 

c 

A',  TT=I, 


=  B'-\         B'  =  B-' 


=  C: 


par  conséquent,  L1  =  Pr 
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VI.  Théorème.  —  Si  V  est  l'un  des  groupes  de  M.  Jordan,  (i  ré- 
sultede  In  combinaison  de  s  avec  la  substitution  dualistique  unique 


/„  = 


x     u 

Il      X 


Soil  /  la  substitution  dualistique  qui  se  combine  à  g  pour  former 
G<  10), 

x      T(«) 

U     V\.r) 


t  = 


prenons  dans  (1  une  substitution  quelconque 


x       S(.r) 

//   S'-'O) 


ci  considérons 


r'.v/  = 


./•     t'S'-'T'-^a?) 
u       T-'ST<» 


Comme  S  esl  quelconque  dans  I\  on  voil  que  les  groupes  T'PT'"1 
el  I'  coïncident,  mais  V'  a'est  |>as  distinct  de  F  (il),  et,  par  suite,  T 
ci  T"  -oui  permutables  à  [\  En  transformanl  r par  T;  on  effectue  entre 
les  diverses  collinéations  de  T  une  certaine  substitution  y,  dont  /// esl 
l'ordre,  ym=  i.  Par  conséquent,  la  collinéation  T'"  esl  échangeable  à 
toutes  l<-s  collinéations  de  I1.  Ici  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  la 
nature  de  Y. 

Si  r  c>i  dc>  sept  derniers  types  de  M.  Jordan,  T'"  —  i,  en  vertu  des 
propriétés  connue-  de  ces  groupes,  puisque  T"'  esl  échangeable  à  toutes 
les  collinéations  de  l\  La  collinéation  T  el  le  groupe  \\  dérivé  de  Y 
el  de  T  sonl  d'ordre  fini;  comme  r  esl  supposé  général  (11),  r,  coïn- 
cide avec  f,  el  V  contienl  T;  par  suite,  la  substitution 


./•     T-'i.c 
u      T'<  u  i 


RECHERCHES  SUR  LES  GROUPES  D  ORDRE  FINI. 

figure  dans  g,  et  la  substitution 


83 


x     u   \ 

Il       x    \ 


ligure  dans  G,  qui  résulte  de  la  combinaison  de  g  avec  /„. 
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Si  l1    est   du   premier  type,    ses   collinéations    sont   toutes    de  la 
forme  (11), 

a, ,     af2       o 


S  = 


a2l     a22       o 
o        o      a 


33 


T  est  permutable  à  T  et  (comme  un  calcul  aisé  le  montre)  de  la  même 
forme 

L         t,o  o 


T  = 


Il  '  I  2 

l 2 |  to2 


o        o        ti3 
Appelons  y  le  groupe  des  collinéations  binaires 


Cl'  i  i  \A>  i  o 


la  collinéation  T'",  étant  échangeable  h  toutes  les  collinéations  de  F,  ne 
peut  être  que 


T'n  = 


I 

o 

o 

o 

I 

o 

o 

o 

k 

Cela  prouve  que  la  binaire 


'ii  ' i 


/,,  /o., 


M 
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est  d'ordre  fini,  ainsi  que  le  groupe  binaire  y,  dérivé  de  y  et  t.  On  dé- 
montrera, connue  il  y  a  un  instant,  que  t  est  contenue  dans  y,  supposé 
général.  La  substitution 

x       B(x) 

u     B'-\u) 


b  = 


ou 


B  = 


el 


? 


bAl     b12      o 

o         o       /^:J 


&„     h 


U2i  $22 

figure  dans  »,  et  la  substitution  dualistique 


hl 


u       lv(w) 
x     K'-4(a;) 


A, 


on  la  collinéation 


K  = 


1     o     o 
O       1       o 

o       o       A- 


figure  dans  (i,  <|iii  provient  de  la  combinaison  de  g  avec  k. 

La  substitution  dualistique  A  équivaut,  au  point  de  vue  géométrique, 
à  la  réciprocité  polaire  (transformation  par  polaires  réciproques)  par 
rapport  à  la  conique  (s,-  coordonnées  courantes) 

f—  z*-h  z\-t-  kz\  =  o. 

Si  nous  effectuons  le  changement  de  coordonnées 


z9     k 
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qui  équivaut  à  transformer  F  par  la  collinéation 
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O         I  () 


o     o     k  ' 
nous  voyons  que  Y  ne  change  pas  et  que  la  conique /=  o  devient 

/,  =  *;+*;+*;; 

la  substitution  dualistique  qui  exprime  la  transformation  par  polaires 
réciproques  par  rapport  à  /,  =  o  est  précisément 

x     a 
u     x 


et  G  dérive  de  g  et  t(] 


c.    Q.    F.    D. 


Nous  avons  démontré  ainsi  les  divers  résultats  annoncés  dans  l'Intro- 
duction. 
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Sur  les  fonctions  quadruplement  périodiques 

de  deuxième  et  de  troisième  espèce  ; 

Par  M.   Martin   KRAUSE, 

Professeur  à  l'Université  fie  Rostock  (Allemagne). 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite. 


La  lecture  de  votre  Ouvrage,  si  important  et  si  intéressant  :  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  m'a  l'ait  naître  la 
pensée  de  faire  des  recherches  analogues  dans  la  théorie  des  fond  ions 
de  deux  variables.  Je  prends  la  liberté  de  vous  communiquer  quelques- 
uns  des  résultats  que  j'y  ai  trouvés.  Le  point  de  vue  d'où  je  sortais 
était  d'établir  des  fonctions  fondamentales,  analogues  à  celles  que 
vous  avez  trouvées  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  puis  de 
révéler  leurs  qualités  principales  et  de  montrer  de  quelle  manière  une 
multitude  infinie  de  relations  fonctionnelles  et  de  systèmes  d'équations 
différentielles  dont  on  connaît  les  intégrales  peut  être  établie  à  l'aide 
de  ces  fonctions.  11  est  à  espérer  que  ces  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles pourront  être  employés  aussi  dans  les  Mathématiques  appli- 
quées, et  qu'ils  produiront  des  fruits  abondants.  Mais,  dans  celle  occa- 
sion, je  n'y  tiendrai  pas,  je  me  réserve  plutôt  celle  recherche  pour  un 
autre  temps. 

La  méthode  que  je  vais  employer  diffère  en  ce  sens  de  la  vôtre  qu  elle 
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repose  sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  thêta,  tandis 
que  la  vôtre  se  fonde  sur  des  théorèmes  connus  des  fonctions  double- 
niciii  périodiques. 

i.  Soil  K((',,i',)  une  fonction  entière  et  transcendante  des  deux 
variables  v{  N  pa  (|iii  satisfait  aux  équations 

F(p(-hi,P2)  =(-iy.F(p(,P3)e^', 

|f(p„p,h-i)  =(-i)ftF(pl,P3)^/, 

Dans  ces  équations  les  quantités  n,  gn  gtyht,ht  sont  des  nombres 
positifs  el  entiers,  tandis  que  les  quantités  /,,/2,  wifw2  peuvent  être 
choisies  arbitrairement. 

I  désignons  l'expression 

r>  *      ë  2 

h{    K 

sous  le  nom  de  caractéristique  de  la  fonction  proposée. 

II  s'ensuit  alors  (prune  telle  fonction  contient  n2  coefficients  entière- 
ment indépendants  ou  aussi  qu'entre  n2 •+- 1  fonctions  qui  satisfont 
aux  mêmes  équations  il  peul  exister  au  moins  une  relation  linéaire. 
Il  suffit  donc  de  construire  n2  fonctions  du  même  genre  qui  sontlinéai- 
remenl  indépendantes  Tune  de  l'autre  pour  épuiser  toute  l'infinie  mul- 
titude des  fonctions  possibles.  Il  y  a  dans  le  choix  de  ces  fonctions  une 
très  grande  variété. 

Introduisons  la  notation  des  doubles  parenthèses,  c'est-à-dire  posons, 
au  lieu  de  ''.je,,  r.,),  2ra((V));  nous  pouvons  choisir,  par  exemple. 
comme  fonctions  fondamentales  les  quantités 

*a((p))«  &p(|  P))»&Y((p))C&8((p))^a((p  +  w))é»MJ«. 

Ici  les  nombres  a,  l>.  c,  d  satisfont  à  l'équation 

a  -h  h  -h  c  +  «f  =  ft-i, 
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tandis  que  la  somme  des  caractéristiques  des  facteurs  du  produit 


,'/ 


et  de  la  fonction  2re((p))  est  égale  à  la  caractéristique  de  la  fonction 
proposée. 

Posons  ensuite 

(  ^((^-Mr))     (/„+/„  ,«/  _  (J)  /  ^      i      ;  x 

l        <j_  ((c))  —  A  e\  *^i  ?  ^aj  vv  15  ^25  'n  '■>) 

(2)  \ 

i         ou  aussi 

l  =<I>£(Ow,/)). 

Il  est  évident  que  nous  pouvons  choisir  comme  grandeurs  fondamen- 
tales deuxièmement  les  suivantes  : 


«j5. 


pourvu  que  les  nombres  a,  b,  c,  f/,  /•  satisfassent  à  L'équation 

et  que  les  caractéristiques  aient  les  mêmes  qualités  qu'auparavant. 

Parmi  les  fonctions  ci-devant  définies  prenons-en  n2  linéairement 
indépendantes;  toutes  les  autres  du  même  genre  peuvent  être  exprimées 
linéairement  par  celles-ci.  Si  nous  considérons  les  fonctions  thêta  pri- 
mitives comme  des  quantités  connues,  il  est  évident  que  nous  pouvons 
choisir  comme  fonctions  fondamentales  les  quantités 

<i>£(0,    *>,    /))=     — ^ g^j 

Ces  fonctions  fondamentales  satisfont  aux  équations 


(3) 


$bOh  *,-+-  i,  «'„  iv2,  /,,  /a  )  =  (-  i)M>e((c,  «',  1))^', 

(I,8(f'l  +  -,n^  +  :1„«,n«',,/),/2) 

=  (-  i)**$,((p,w,  /))6'-^2,".-/.th-^.^ 
<I>£(e,  -+-  T12,  P2  -h  T22,  u-,,  <v2,  /,,  /,  ) 

_  (_  ï)*,  $e((Pj  W,  /))  éH"*»"V-/i*it-V..) 
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el  dc\  iennent  infinies  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  et  p2  pour  lesquelles 
la  fonction  &3((p))  devient  égale  à  zéro.  Mais  ces  seize  fonctions  ne 
sonl  pas  indépendantes  non  plus  Tune  de  l'autre,  il  suffit  au  contraire 
dru  connaître  une  seule  pour  1rs  connaître  loulcs,  toujours  supposé 
que  les  fonctions  thêta  primitives  soient  données.  En  effet,  cela  résulte 
des  formules  du  théorème  d'addition  dont  nous  voulons  citer  ici  au 
moins  les  quatre  sni\  an  tes 

■'- .  ■'- ,  P5Q5  =  ihp,  qs  q,  +  PtptÇiqi 

■~;  ■"- ,  i  I',  Qs  =  P,IU  </;  Ci*  +  PùPotÇo  i  ^23 
•-.;  ~  „  |  PoiQs  =  />si>0  .  ?  5  ?0  l—P*P0<I\  $0 

■+-p»P2*q3qu— p^Pazq^qo^ 

■' ..  •'- 0 1  \,  Q5  =  />.;/>„  7  5  <h  +  /'./><> ,  7,  q0 . 

+  7W>  ^3  703  +  7^1  :./^  I  '/■  :l  72  -,  • 

Ici  Ton  a  posé 

Pa=  &.((*  +  iv  ,  ».        Q«=  &«((p  -  w)), 

Ces  formules  se  trouvent  dans  un  travail  de  K.œnigsberger  dans  le 
Journal  de  Cr elle,  t.  64,  et  dans  l'Ouvrage  de  l'auteur  :  Die  Transfor- 
mation der  hyperelliplischcn  Functionen  erster  Ordnung;  Leipzig, 
1886. 

Prenons  comme  exemple  la  fonction 


(5)     F(pnPa)  =  .r„(V(  h-  an  p2+  aa)  &5(p,  -1-  /;,,  p 
Alors  il  s'ensuil  que  nous  pouvons  poser 


/'.rV',    ':".<-'. 


(6) 


|^=Ciai(pilPi)*.((P>,l)) 

H-C&,(P„P,)"*I((P,«P,/)) 
+  cAi(*n«'i)$ti((«>,«M)) 

+  C<&t(p|>Pa)*,((pïW,/)). 
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Ici  Ton  a  posé 

w,  =  a,  -4-  Z>, ,  w.,  =  a.,  -h  b2. 

La  détermination  des  constantes  peut   être  donnée  à  l'aide  de  la 
substitution  de  demi-périodes  en  substituant,  au  lieu  de 

&.((')),     &.((")),     &.,«»),     &.((*))> 

successivement 

l9r,((p)),         &I3((P»,  ^„((P)),       &.,((*)), 

^43((p»,     -/r3((p)),    îa„((p)),    *V((p)), 

'•^A((»),     i&«,((p)),         i&»((p))",      i&4,((p», 

aM((p)),     -*aM((p)),    &i,((p)),    *a.((p)). 

Alors  nous  obtiendrons  la  formule 

(7)  +aM((a))3M((*))a1((p))»,((P,iPIi)) 

■4-  a,3((«))a)3((i))a(1,((p))  $„,((«,  «-,  Q) 
I  -  aJ((a))a,((*))s0((p))$,((<.,  «.,  /)), 

ou  aussi,  en  employant  les  notations  usuelles, 

=  &w((a))a.,(W)a.((p))a.((p  +  w)) 
■+:a„((a))a„((6))a1((p))âl((PH-flP)) 

+  ai,((a))&l,((ô))&.l((p))&.l((P  +  «P)) 

-V(fl))â,((ô))&,(W)V(^4 


(8) 


>  KI1.USK. 

Deuxièmement  nous  pouvons  poser 

+  Ca&l(P„P.)*.((*»«'»9) 


C,&.i(P„P.)^..((^W,.0) 

(M'5((r,u,/)) 


<fc'Ë 


En  substituant  des  demi-périodes,  nous  obtenons  Les  formule. 


(9) 


Nci  =  &i.((a))a..((*))a;(^).a.((w)) 
+  &,((a))a.((ft))^.a«((cp))[^1C1, 

-ô,((a))a,((6))a;1(Pk).a«((»))J 

NC,  =  ^:i((a))^,:,n/M):r,M:»„rr:t((W)) 
_2r:1((«))r3((M)r);i(r£)0ri:I((W)), 

Nc,  =  -&.((a))&.(W)*M&ti((*)^ 

N^^((iv))^(r£)o^:^0:,((«0)- 

Ici  Ton  a  posé 

Enfin  nous  voulons  poser 

[|^lû\  =  Cl&i(Pl>P1)*.((P,»,0) 

■hctal(p„p,)$,((p,«>,0) 

(IO)  r      /  x.  d»,((P,W,/)) 

+  C.&.(P„Pl)J         -^7 


t- 
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Pour  les  constantes  s'obtiennent  les  valeurs 


00 


cA((<*))Sr(3((>))(i3,3) 

^^((^))2r13((W))(i3,3) 

-$l3((a))$i3((b))$z((w))ya(<>.2)0, 

=  a«((a))aM((ft))-a«((«p5)[cIy,1(pl).  +  i49;l(^).]; 

[      "  CMr., 

[(  1 3 ,  3  )  =  il2  J-  3  3  s  ^r() .,  S2 .,  J . 


Dune  manière  semblable   encore  d'autres  relations   peuvent   être 
établies. 

En  outre,  nous  pouvons  former  d'une  manière  analogue  le  produit 

S5((p  _f_  a))9\.((p  -+-  b)). .  .S5((e  -f-  m))eC^W'«. 
11  peut  être  représenté  ou  comme  fonction  linéaire  des  quantités 

$a((p,  <V,  0)a:8( oi,i,o, 


dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  des  fonctions  thêta  pri- 
mitives ou  comme  fonction  entière  des  quotients  différentiels  d< )s  quan- 

lil(''s 

$5((p,  «>,/))     et     $,((p,w,0),     •••• 
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Ici  Ton  a  pose 

wt=  a,-h  fh-h...-h  me.         U:  [,2). 

Les  constantes  peuvenl  être  déterminées  par  des  développements  en 
séries.  Pour  simplifier  ces  développements  en  séries  dans  le  cas  traité 
el  dans  le  cas  général,  nous  introduirons,  comme  dans  la  théine  des 
fonctions  hyperelliptiques,  les  variables  u,  et  u2,  en  posant 

|  uK  =  knc,  -+-  KLI2P2, 

(  I  •'  ) 

Les  quantités  Kn,  Iv , , ,  Iv2l,  k,2  sont  déterminées  par  les  équa- 
tions 


•A,l 

.J 

12^23 

.j. 

~*03 

3q 

•-'!. 

3» 

31 

•'(,] 

3 

12™/23 

.Vo 

■Jn  ; 

''„ 

-!. 

(i3) 


-:l(^)o-        Ka.  2r|43r|3rl 

•*  3  V  "*  i  •"*  '■> 
C'      /  , ,    \  Iv  08  •'l  2  •'o  •*  1 4 


En  même  temps  nous  définissons  quatre  quantités  k, ,,  k, ,,  k  , ,,  k  , 
par  1rs  équations 


[  Khth  +  K12t12  =  K;i,         K.MT12-hK,2T22  =  K'10, 

'  l'l)        1  r  .  ■  1  1-  v~ 

'    lv.,7,,  -t-  K,,t,.=  \\,r  K._,1T|.i-f-  K.,,T.,,  =  K.,.,. 


Posi >ns  .1I1  >rs 

.     f,  =  X,K(l      XaK2l,  /,  =  a,K,.. -(-  a,  k 

'    w,  =  w,  KH  H-<V2JV,2,  cj)j       a-,K,(     -a\,l\.,,. 
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Nous  aurons  des  fonctions  qui  satisfont  aux  équations 

/(«,  ■4-Kll,tta-f-Ksl)  =  (—  i)'./(a,laa)c<xi',«.+*.*..>*'j 

f(lt{  4-  Kl2,  M2-h  K„)  =  (-  I>V(".,  «J)fi')'K»+)--K«^, 

/("•  "É  Ku>  w2-f-K'21)  =  (— 1)*./(«„  tt2)c-^"«^«',r*->*,,,1 


0  3 


(16) 


-2K„ 


b), 

M.,  H = 

II 


k;,ks 


lv'lv, 


a,K  = 


2K2( 
2K„ 

k;2k2 


«., 


lv  =  K.nK„—  K.I2K2(. 

Nous  désignerons  les  quantités  de  cette  nature  sons  le  nom  de  fonc- 
tions quadruple  ment  périodiques  de  troisième  espèce,  mais  nous 
nous  bornerons  à  celles  qui  peuvent  être  ordonnées  partoul  suivanl  les 
puissances  croissantes  de  uK  et  u2. 

Ces  fonctions  se  composent  des  fonctions  fondamentales  ci-devanl 
définies  si  Ton  substitue  un  u2,  con  oj2,  XnX2  au  lieu  de  eM  c,  uMu  ,. 
/,,/2.  Il  convient  de  les  remplacer  par  d'autres  éléments  simples  qui 
n'en  diffèrent  que  de  certaines  constantes.  Dans  le  choix  de  ces  con- 
stantes il  règne  une  grande  variété.  Nous  les  introduirons  pour  sim- 
plifier les  résultats  dans  les  solutions  des  problèmes  proposés  et  les 
varierons  avec  ces  problèmes.  Premièrement  nous  voulons  les  intro- 
duire de  la  manière  suivante. 

Proposons  les  fonctions  thêta  primitives  comme  fonctions  de  //,  et«a 
et  désignons  les  quotients  différentiels  des  fonctions  thêta  impaires  pour 
les  valeurs  spéciales  u,  =  i/2  =  o  par 

àuz 


q(J  krause. 

Nous  obtiendrons  les  formules 


'7) 


—  u, 

•y!"',;  (Y,,  r2)„  _  STos^-^o-3"!; 

ï —  S      C-    C»  ' 

OUj  •J34~/4'35 

<>:-.,  (ci,  c2)0 


=  o, 


(J50.  (r,,  r2)0  5,)y5"oiSr2;?2:i 

<Ml  ^8*^*^8 

^•^»»(('n  ''2)0  3l.i3{nZ.î3-î;i 

OU»  %  3  i^W; 

^.'1(r1,r2)0   2  J5 Jl J2  J0 


()//., 


.j  ■. .  *J  1 t  ■  J  ■ 


^^...(r,,      Co)n        _        .J,,.J   ;;;.'„,.'■, 


()//, 


.J     lljl^ 


ï ==  A    — 5: — ^r^ —  ' 


Ou 


0  «'•>:i-'i1i--'..  "' .'. 


.j  , .  ^  ,  ^ 


r 


dtti 


.j...  3,  3  . 


■"  ■!  :i  "01  >  2  "i,vi  :i  ..  1  <■      y  ■ 


Knsuite  nous  désignons 


(.8)  ?êi^L)=(7p(«oK2)=^((i/)), 


pourvu  que  3r(p,,  t>t)  soil  une  fonction  paire  de  ses  arguments  et 


()«, 


dui 
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pourvu  que  &«(p,  v2)  soit  une  fonction  impaire  des  mêmes  arguments. 
A  l'aide  de  ces  quantités  nous  définirons  les  fonctions  hyperellip- 
tiques  par  les  équations 


(20) 


al«(w,,  u2)  = 


Enfin  nous  poserons 


(21) 


aa(ut,  Mï,cDncoï,Xl,X1)  =  opa"((a,û),X))  = 


[  ?«(«!  ,  «S,  W,  ,  Wj,  X, ,  X,)  =  9fl((î/,  (O,  X))  =  - 


&a((«0) 
<*((«,{«>,  X)) 


»*((«)) 


Toutes  les  fonctions  quadruplement  périodiques  de  la  troisième 
espèce  qui  possèdent  les  propriétés  auparavant  établies,  après  être 
divisées  par  Sr5(p,,p2)w,  s'expriment  rationnellement  par  les  fonctions 
hyperelliptiques  des  arguments  u{  et  u2  et  par  les  quantités 

?«((«>  w,  A)). 
Ces  fonctions  elles-mêmes  satisfont  aux  équations 
?a(")  +  KH,  w2  +  K2n  wn  co2,  X,,X2  ) 

=(— iyiça((w,co,x))^E»+x'K">ro3 

?fl(w,  -h  K,o,  M2  "H  K-22J  Wn  W27  ^n  ^2) 
?«(  Wf  H"  K.', ,  J  "2  +  TV2  ,  ,  (O,  ,  CO,,  X,  ,  X2) 

==(_,)A,?a((M,(1),X))e(XlE,--t-x'K»)m'-na'TO, 

cpa(w,  +  Iv'12,  U2+  K'„,  (D,,C»)2,XnXa) 

-  (_  i)A.<pa((«,  w,  X))^>,K'-+)"K-)7r'-"a^'. 
Ka'1  =      2K22co4  —  2K,j(i)2) 
K a'  =  —  iK2i(a{  ■+- 2Kn  w2, 


(22) 


et  doivent  être  choisies  comme  fonctions  fondamentales. 

Nous  désignerons  les  quanti  Lés  de  cotte  nature  sous  le  nom  de/onc- 
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lions  quadruplement  périodiques  de  seconde  espèce.  Les  fondions 
pfl((«,û),)  uoni  au  surplus  la  propriété  qu'elles  deviennent  infinies 
quand  la  fonction  <x5(m,,k2)  devient  égale  à  zéro.  Les  fonctions  fon- 
damentales que  nous  avons  introduites  ne  sont  pas  indépendantes  l'une 
de  l'autre;  mais  il  suffit  d'en  connaître  une  seule  pour  les  connaître 
toutes,  supposé  en  effet  que  les  fondions  hyperelliptiques  soient  con- 
nues. (  îela  suit  des  formules  du  théorème  d'addition  dont  nous  voulons 
citer  au  moins  les  quatre  suivantes  : 


PSQ«  =  /v/.r  +•  -^±J:h -pc  9i 


x.'v.Wtiy.iKp'ïtâ 


x*x»x*(n-  py 


IH 


P^9u 


v\Q'*=p'BPW>q\>+-^PoPoitid2. 


(23) 


/■-/■;  (i+A2)(l  +  jx2) 
I  +x! 


PoiP^q^Çz, 


,r     iV            •      t        <      i             ;i:a-(i+z2)2      ,       ,      ,      , 
PorQ.  =  />5i>oiSr5Sroi-  b PxPo(li(l« 


+  V-\V:\'/^-ll>,P,.<j'Sh:-   ~ 


x'XJKl-f-fl» 


-PitPozÇisÇozi 

1  *'« ( y*  p0  />.,  v '..  <i, + ^2 ( t  +  *2  )2  /?',  ri ,  ?',  y ;, , 

+  xÎF2Xîriri8y8^»  +  x;^(l  +  ^)Vi»ri4Sri3SrU' 

Dans  ces  formules,  on  a  posé 

P'«=  <*«((«  +  w)),         %=<*«((«  -  co)), 

*;  =  i-/2,      x;=i-xa,      [*;  =  >  —  u.a, 

p«   =  *«((«)),        sra=<y«((co)), 

ri=^a—  [X*,  a"  — X2—  a-,  A;  =  x2—  A". 

Les  constantes  que  l'on  rencontre  dans  les  relations  donl  nous  avons 
prouvé  l'existence  s'expriment  à  l'aide  des  développements  en  séries 
qui  Beronl  considérés  dans  le  paragraphe  suivant. 
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3.  Le  développement  de  la  fonction 

(o5(«<,i/aT(ot>a)3,X<,Xa)=g'("1>MV<°1,<tfVXl,X') 

I  _   g5(«,  +  <git  u2  -+-  co2)  e(À,«,+V«,)TCt 

ff5("i,w2)<T5(w1,a)2) 

dans  le  voisinage  du  point  «,  =  o,  w,  =  o,  n'offre  pas  de  difficultés. 
En  effet,  nous  aurons 

(2)  =  loga5(«,  ■+-©„«, -h»,)  —  log(73(w0«2) 

—  loga5((o,,  w2)  +  (a,  w{  +  l.2u.,)r.i. 

Le  côté  droit  peut  être  développé  suivant  les  puissances  croissantes 
de  u{  et  u.,. 
Nous  obtenons 


log<75(w,  +  (*>,,  M2+  W2)  —  log<Ts  (lt{,  M2) 


(3) 


log<J5(û)n(D2)-h  u, 

~Ô  Iog<T5(w1,  U>2) 


«., 


dlog?s((t),,  w2) 

-i-  X9  -  i 


.,q 


I/O  9  \ 

H (fl20  Uf  H-  2C5,,  w,  «2  -+-  a02u~)  -+- 


Les  coefficients  des  puissances  supérieures  s'expriment  rationnelle- 
ment par  les  fonctions  hyperelliptiqucs  des  arguments  a>n  a>2  et  par 
les  quantités  x2,  A2,  jj.2.  En  effet,  cela  suit  immédiatement  des  rela- 
tions 


d»log(r,((a))         ^logT8((a))0     ,     ^jx?  f*a  (  i-+-*s  >» 


d«7 


<?#? 


M 


al,  ((a))2 


x2x2).2(I  +  li.2)2 

i4 


al,8(("))a, 


dslog<r5((a))  d"logff,{(*0)o  |j.21x-/.-;x2(i+/.2);!  x2/.-a2X.^(i-t-[x2)2  , 

—  ali\\u))~  H ^â ail;l((7H)    . 


(M.  ^«., 


0uià(t2 


Px 


M 


d2logffB((w))         </2logcr5((«))o  |i*|AÏx*|i{(i  +  x*)a 


da2. 


<)«2 


M 


al,  ((«))" 


rx 


11)1) 


KRAUSE. 

Dans  ces  formules  on  a  pose 

d'g«((<Q)o  _  [à2^ (("))" 

Ou;  L      ^"f       j»,=«j=o 

Nous  arriverons  ainsi  au  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  La  fonction 

?5("n  M2j  wn  w2,  ^n  ^2) 
s'exprime  comme  produit  de  deux  fadeurs.  L'un  est  égal  à 

,.>    1.        dm,  J        L        ^w3  j? 

Vautre  peut  être  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  u, 
ri  //.,.  Les  coefficients  de  cette  série  s'expriment  rationnellement 
par  vr,  >-,  [J.2  et  par  les  fonctions  hyperelliptiques  des  arguments 
o)J  et  oj2. 

Il  en  résulte  <|iic,  si  nous  posons 

aiogff,(w„a>,)  n     _         ()logcr5(u),,a)2) 

nos  fonctions  peuvent  être  développées  en  séries  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  ci-devant  définies. 

Nous  arrivons  maintenant  au  problème  plus  difficile  d'étudier  le  ca- 
ractère de  la  fonction  fondamentale  dans  le  voisinage  d'un  autre  point 
quelconque. 

Nous  nous  bornerons  à  un  cas  particulier. 

Nous  supposons 

_,■-.  <nog<ri(fa>t>fa>i)  -  dloggnQtf!,^) 

(    I  )   )  -  /  /        — - ,  ,.  /  A,  = - 

el  non--  proposons  d'étudier  le  caractère  de  la  fonction 

\  |,  («n  «ai  W,,a>„  A,,  A2)  =  -  

J  _  g|("i  +  Mi>  //2+aJ2)e(X.  ".  +  >:■";>*' 

dans  le  voisinage  <hi  point  m,  =  o,  u2  — ■■  o. 
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Pour  cela  nous  partirons  des  égalités 
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<«) 


fjlog^i  («!,   «2>  wl>  w2)   *i,X2)  dlogff,  (MjH-  <*>,,   «2  + W,) 


du. 


ÔUt 

cHogT,^,,  u2)         dlogs,(u>,,  co2) 


(?«.- 


d(.)s 


(e=i,2). 

Cela  posé,  nous  aurons  d'abord 

dlogtT^M,  +  (0,,  «/,+ W,)  ^  logJ,  (lO,,  102) 


d2\023.  (lu),,  0J9) 

=  u.  "  .  .,  +«, 


(9) 


H (620w'J  +  ibKKuK  u2-hbtr2ui) 

à  log<r1(a,  -+-  u,,  //,-t-io2)         d  log(T,(io,,  10,  ) 


u{ 


du2 

à2  loga,  (10,,  co2) 


«., 


()co2 
d2  log(7,  (10,,  to2) 


H — —  b'20 ll\  -+■  ibKK  W,  U2-h  ^2«2) 


Mais  des  équations 


dMogs,  («1,  »2) 
au-, 


à2  logff,  (M|,  k2) 


(.0) 


dutdui 


(V-  Iogj,(«,,  «2)  

oui 


<)- 

<r5(«1>  «2)0 
d«7 

— 

1 

1 

(1+/.2)2 

al,(//,,«,)2 

KfXÏXS 

al8(a,,  a,)1 

(I+X«)« 

ait  (u,  ,«,)*' 

,)- 

0-5 («1,  "2)0 
ôux  O1/2 

— 

y.2 

1 

(1-h**)* 

al,  (m,,  //2)2 

— 

<5      3"i2 

•/.-•/.T/;. 
(l  +  v/)2 

2  al :,(//,,  Uo)- 

1      al,(//,,  «i)' 

()- 

— 

/.' 

r 

(l+X«)» 

Blt(tti,Us)a 

-+- 

(I4-|X2)2 
(H-x»)« 

.,     ... ,  al,,!//,,  M,)* 

v2y->  )  2 

,  al8(«i, 

(i-+-x*)J>      al|(«i,«») 


\()'J. 
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nous  concluons  que  les  équations  (9)  peuvent  être  représentées  de  la 
manière  suivante  : 


=  u. 


(II) 


d«» 


H-  ws 


^w,  t)//2 


P|(«n  "2)5 


du,  e)u>2 


=        *«,(a,,«»,).  *».(«,,«,),  +  p  (  ). 


l)au>  ces  formules  1\(«,,  w2)  et  P2(«,,  k2)  sont  des  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  croissantes  de  u{  et  u.2,  dont  les  coefficients 
s'expriment  rationnellement  par  les  fonctions  hyperelliptiques  des  ar- 
guments co,  et  to2,  et  par  les  grandeurs  xJ,  )^2,  m-2- 

En  outre,  nous  pouvons  poser 


(,2) 


Dans  ces  formules f(u,\<,  1/.,)  est  aussi  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  uK  et  u2  dont  les  coefficients  ont  les  qualités  déjà  plu- 
sieurs fois  citées. 

Mois  nous  obtiendrons  le  résultat 


rflog<|/«(Mn  Ma,  d)n  (Oa,  X0X2) 
_    rf 

1  .2 


u«  (Pv-Jtii,  'h)o         2M  d*»8(«i,  «j)o 


OU     illlssl 


(i3) 


•]/,(//,,  M8,  wn  «),,.  a,,  Xa)<J,(Mn  "a  ' 


,     îk^M.^ ^y».  ■.>,'..„ „,'K»,.»,u 
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Dans  cette  formule  P(wn  u2)  est  également  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  u{  et  u2,  ayant  les  mêmes  qualités  que 
P,  («,,  «.,),  —  La  constante  C  s'obtient  égale  à  l'unité  en  posant  sur  le 
côté  gauche  et  droit  uK  =  u2  =  o. 

Joignons-y  le  résultat  que  la  fonction  <r, (wn  u.2)  satisfait  à  une 
équation  de  la  forme 


0", 


(un  u2)  =  cH''';-^^+2'''''2-^^^-^r^Jlv(,/n  Uth 
nous  aurons  le  résultat 

(14)  +i(«n  "2,  W|,0>2,  An  A2)=  — — — ^, 

ou  aussi  le  théorème 

Théorème.  —  La  fonction  '^(w,,  w2,  o>,,  co2,  A,,  A2)  peut  être  re- 
présentée comme  quotient  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ux  et  u2. 

4.  Il  s'ensuit  des  considérations  précédentes  qu'il  doit  exister  entre 
les  quantités  y  introduites  une  variété  infinie  de  relations  différen- 
tielles. Nous  pouvons  déterminer  les  coefficients  à  l'aide  des  dévelop- 
pements donnés  au  dernier  paragraphe.  Nous  préférons  cependanl 
dans  les  exemples  suivants  une  autre  méthode  qui,  à  son  tour,  don- 
nera quelques  lois  pour  le  développement  en  séries. 

Nous  pouvons  poser 

j  *M£piL>  =  Cf  »,((,,  „,  /))  +  e- 1§|  »,((«>,  w,  I)) 

En  substituant  des  demi-périodes,  nous  obtiendrons 

[  „(e,  _  ^03  (("'))  ^_    .    /  _  ;  m  _  _  y«* (''«)»  *»«"'», 

^      )     „,  _  _  2r'l3(rs)0  St,((«Q)  ,e,  _  3;  (>•,)„  ^((»0) 

'  C;f   —  3r0a       Soa((«0)'  '   "         &oa      ^«(H) 
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D'une  manière  semblable  nous  trouverons  les  formules  suivantes 


à?, 


.((«•)) 


+  *M*^^0)+<,gp*..((^"'.1)), 


^«((w))  I 


-—  -f-  Lit*» 


cr  =  - 


^03  ^24  ((»'))' 

^'3(<'£)o    ^1»  (("')). 

^03  ^24  (("'))' 


(3) 


^03  &2*  ((«0) 

^  =  **,,((^,f)+«^*.((^.0) 


^2T|S((W'))  ! 


^,3Q-E)o  Sr03((»y)) 


iti/L 


cr .  = 


^03  &«((«*')) 


.(6)     _    ^(f£)o    ^24  (("O). 


&os       &ii((«0) 


d&3(("'))     ' 


(Jus 


_    ^1(^)0    ^1*  (("')) 

3r0,       2r,(((P))  ' 


5r'^0'£)o  STi8(("')) 
^03        &•((«»)) 

2r03   ~  &i((w))  ' 


c(6)    _  _    ^('e)«   ^03 (("')) 


lui  induisons  maintenant  les  quantités  un  i/.2,  co,,  co2,  . . . ,  et  posons 
_  al,  ((to))  al» (H) 


'•, 


(A) 


al03 ((&>))         M\\    1     »     //' 

_  al,3((to))al01((to))         „  ^ 

01  ~"     al08(H)         Pt«((«i<M))i 

_  al, ((io))  al, (((o))       „       ri    i\\ 
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Nous  obtiendrons  alors  les  formules  importantes  et  fondamentales 

5%  =  dl0gtfW))x*-  ^riCi  +  x'yal,^))^,  -■x'(»  +  [x')al0,((n))x-OM 
(Arj   _  ç)logal03((o))) 

£a?,  dlogaI,4((a>)) 


()«! 


f)w, 


ar5  —  x2  [x2  (  i  +  [j.2  )  al0 ,  Ç(u))x0 ,  +  x2  [j.;  u.-*  al0  ((« .  )  ) a?0 . 
a?,  —  al,  ((a))  a?,  -  -^—,  al0l((«))a;0, 


^  =  ^kiM^  _  J!V  al.  ,((«))*.  4-*<^al.((ii))*01ï 

da2  dto2  '  i-f-x2       0IV  °  1-t-x- 

dxox        dal13((u>)) 


6>«, 


(Jw, 


^('±£lal,((«)K 


i  4-  [i.2 


I  +  [J. 
*M(H-x«) 


ô  al0,((w))^-3, 
al0  ((m))  *;,, 


Jj-„,  _  <?al13(H)  i^2     ni    <Y„\W    _ 

^  =  d^»  ^  +  (l  +  X,)(I  +    f)  ali((w))Xo(  _  (I  +  x*)alul((fi))*i. 
g  =  *î^»3,,_(I  +  x»)!x'al11  ((«))*.  -al. ((«))*.. 
Dans  ces  formules  on  a  à  poser 

^i^  =  ,«(,  +  ^)al„  ((<»))  al„  ,((«>)), 

aaWM)  =  _  xY»fiJal,((a>))al„«»)  +  x>=(i  +  |»»)al„<(«.))al.1^û>)), 

^y  =  al2((co))al4((co))  +  2x2(.  +  A2)al02((co))al0,  ((»)), 

^^=2x>2(i  +  X2)al02((co))al04(((o)), 

^^»  =  !Jl>;i±^  al,  (W)  al,  ((<-))  +T^?al.,((<o))al„((<o)), 

£*fi=2  =  ial0««>))al.,((o>))  -  £  al, ((«)) al„ ((«.)), 

•'»';'<ï»=i.al..l«o))al.,((a.)). 
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■î 


1()f3  KRAUSE. 

Divisons  les  équations  (5)  respectivement  par  a?5,  xt,  xon  x0. 
A  l'aide  du  théorème  d'addition,  les  quotients 


?S,  a,  p=5,i,oi,o 

s'expriment  rationnellement  par  les  fonctions  hyperelliptiqucs  primi- 
tives.  Les  coefficients  sonl  des  fonctions  rationnelles  de  x2,  A2,  u.2  et 
des  fonctions  hyperelliptiques  des  arguments  u,  et  w2. 
De  là  on  tire  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Tous  les  quotients  différentiels  du  logarithme  des 
fonctions  introduites  s'expriment  rationnellement  par  les  fonctions 
hyperelliptiques  des  arguments  u,  et  u2.  Les  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  quantités  y.2,  A2,  fj.2  et  des  fonctions  hy- 
perelliptiques des  arguments  co,  c/w2. 

De  telles  formules  peuvenl  être  étabhes  en  grand  nombre.  Nous 
pouvons  les  regarder  comme  analogues  à  celles,  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  qui  onl  été  établies  d'abord  par  Jacobi  cl  se  trou- 
vent à  la  lin  du  Tome  I"  de  ses  OEuvrcs  complètes  ou  dans  ses  tra- 
vaux sur  la  rotation  d'un  corps.  Qu'il  me  soit  permis  de  renvoyer  le 
lecteur,  concernanl  ces  théories,  à  un  travail  de  M.  Staude  qui  a  été 
publié  récemmenl  dans  les  teta  mathematica.  Il  n'entre  pas  dans  mes 
intentions  d'épuiser  toute  la  variété  des  relations  différentielles,  .le 
\;iis  seulement  ajouter  aux  relations  déjà  établies  quelques-unes  du 
second  ordre  où  nous  supposons  que 

,.//,= p—       )  ,./!.,  = • 

lih'/:       e\xt  h- e'2  al,  ((«))#,  -h  e'3al0,((w))a?01, 

',*.!,        J  H-ri^x(n-^)aal,((M))2-hxaal0l((w))2, 

.,        ,    ,t,  t2r<?losa»o3(M)    ,    Glosai» (((o))    ,    ô  logal ,((//))  | 
1  '  '  aw,  au,  ()i/i 

,,,  .fjjogal       -■  )    ,    f)logal„((co))    ,    Jlogal,, ((«))]. 

'  A  (  "' [    I     ^  -^ —  +  ■  ihvr  "J  ' 


d*x-3 
du* 

e". 
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r\r-,  +  e3a\6t((uy)x0l  +  e\  al0  ((«))./■„, 
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dtnz 


((*»))' 


<   =->t2p(l  4-  fi.2) 
s    .,     5  \'ô  logal03 


\l*  x2 alol  (<  u)Y  —  u.-;  [/.;  x2  al0  (O))2, 
<HogaI03((w))        dlogal13((t«)))        <HogaI0|  ((«))' 


r)a>, 


<?a>« 


d«, 


((w))    ,    <Hogala((w))    ,    dlogal0((a)) 


+ 


<P. 


à(o2  di/., 

à'îti 2),  =  e"x*  "+"  r2ali((w))^'.  +  ^al0l((a))a?0l  +  c"al0((«))ar01 
dlogalos((co))  <Hogal03((w)) 


r)to, 


(?w, 


<?,   = 


a;;^(i  +//)i 


^ÎP-xO  +  **)'aM(a))a 

■+■  [x- x2al0 ,((>/))-  —  u; a; x2al0(<  u ))J, 
dlogal03((w))        <Hogal24((w))       dlogali((u))~| 


(9(02  (J0J2  <) 

dlogal0»  ((&>))       Jlo-al,, (((-/))        <Hogal0,((«)) 


0/  »\  T^  l°Sa'o:< 

—  x-  (  1  -h  u.-  )    ^-^ 

v         l    yL        6>w2  dwa  àu3 

v  rdlogal03 ((&>))    r    dIogalta((<i>))        dlogal0i((ft)) 


X"  [/."  (  I   -h  [X 


c,  =  x-[i.-[j.>: 


do>i  <?co,  <?a, 

dlogalo3((u))    ,    <HogaI3((a)))        dlogal0((u))' 


1 


da)!  r)w,  f}//. 

Nous  pouvons  aisément  tirer  de  ces  formules  des  équations  aux- 
quelles les  fonctions  particulières  satisferont  et  dont  on  connaît  les  in- 
tégrales. En  outre,  les  modifications  les  plus  varices  y  sont  imagina- 
bles et  possibles,  précisément  comme  vous  l'avez  montré  pour  les 
fonctions  elliptiques  dans  votre  Ouvrage  précédemment  cité.  Il  ne  me 
reste  plus  qu'à  montrer  qu'il  y  a  en  effet  des  problèmes  de  Mathéma- 
tiques appliquées  qui  conduisent  à  de  telles  équations  différentielles 
et  quels  sont  ces  problèmes.  Je  me  réserve  cette  recherche  pour  une 
autre  occasion. 
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Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques  ; 
Par  M.   SYLOW. 


Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  traiter  les  principales  questions  d'Al- 
gèbre qui  se  rattacbent  aux  fonctions  elliptiques  douées  d'une  multi- 
plication complexe,  en  exceptant  toutefois  la  question  de  l'irréduc- 
tibilité des  équations.  Les  propriétés  les  plus  importantes  de  ces 
fonctions  furent  en  partie  trouvées,  en  partie  entrevues  par  Abel;  mais, 
outre  la  théorie  de  la  division  de  la  lemniscate  et  quelques  exemples 
de  multiplication  complexe,  il  n'a  fait  qu'énoncer  ses  résultais.  Plus 
tard,  la  multiplication  complexe  a  été  l'objet  de  travaux  célèbres  de 
M.  llermite  et  surtout  de  M.  Kronecker,  qui  ont  confirmé  les  résultats 
et  les  prévisions  d'Abel  et  enrichi  la  Science  de  beaucoup  de  choses 
nouvelles  et  extrêmement  remarquables.  Quoique  MM.  Kronecker  cl 
I  [ermite  aient  en  partie  indiqué  les  méthodes  qui  les  ont  coud  ni  ts  à 
leurs  découvertes,  le  manque  d'une  exposition  suivie  s'esi  l'ail  sentir; 
c'est  pourquoi,  sur  l'invitation  de  l'éminent  directeur  de  ce  Journal, 
j'ai  entreprisde  rédiger  mes  recherches  sur  cette  théorie.  En  attendant, 
M.  G.  Pick  (Malhemaiische  Arlnalen,  t.  XXV  et  XXVI)  et  M.  II. 
\\  eber  (Acta  malliemalica,  t.  VI)  ont  publié  des  travaux  remar- 
quables sur  la  môme  matière. 

Voici,  en  peu  de  mots,  l'enchainemenl  des  idées  qui  m'onl  guidé 
dans  la  partie  la  plus  essentielle  de  ces  recherches.  A  l'occasion  de  la 
nouvelle  édition  des  Œuvres  d}  Ibel,  j'eus  à  me  rendre  compte  de 
l'exactitude  de  certaines  propositions  de  ci-  grand  géomètre,  énoncées 
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sans  démonstration;  par  là  mon  attention  fut  appelée  sur  ce  fait  que, 
pour  les  modules  de  la  multiplication  complexe,  les  modules  singu- 
liers d'après  l'expression  de  M.  Kronecker,  l'équation  de  la  division 
des  périodes  est,  dans  certains  cas,  réductible;  il  s'ensuit  presque  im- 
médiatemenl  que,  dans  les  mêmes  cas,  l'équation  modulaire  a  une  ou 
deux  racines  rationnelles,  pourvu  qu'on  lui  adjoigne  la  racine  carrée 
du  déterminant.  Les  modules  transformés  étant  eux-mêmes  singuliers, 
cette  question  s'impose  :  Quel  rapport  ont  ces  racines  rationnelles  de 
l'équation  modulaire  avec  le  module  primitif  ?  La  réponse  est  facile  à 
trouver  :  elles  satisfont  à  la  même  équation  algébrique.  On  est  ainsi 
conduit  à  étudier  la  résolution  de  l'équation  des  modules,  et  la  route  à 
suivre  esl  toute  [racée;  on  établit  sans  difficulté  que  chaque  racine 
s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  chaque  autre,  et  que  les  symboles 
de  ces  fonctions  sont  échangeables. 

Par  l'expression  multiplication  complexe,  j'entends  une  formule  qui 
exprime  a|(«  h-  biyfn)  z  +  a]  en  fonction  rationnelle  de  X(^),  a  étanl 
une  constante.  J'ai  conservé  la  classification  des  modules  singuliers,  à 
laquelle  on  esl  conduit  par  cette  définition;  elle  ne  coïncide  pas  avec 
celle  de  M.  Kronecker,  mais  le  passage  de  l'une  de  ces  classifications  à 
l'autre  esl  nés  simple;  je  l'indiquerai  à  la  fin  du  Mémoire.  Mon  objel 
étanl  les  questions  algébriques,  je  ne  parle  qu'occasionnellement  >\r< 
nombreuses  relations  que  possède  la  théorie  des  modules  singuliers 
avec  l'Arithmétique;  je  fais  exception  seulement  pour  les  formules  de 
M.  Kronecker  relatives  aux  nombres  des  classes,  dont  je  déduis  celles 
que  j'ai  rencontrées  en  cherchant  les  équations  des  modules  singuliers. 


I.  —   Propositions  fondamentales. 

I.  Wolalions.  Nous  désignerons,  avec  MM.  Briotet  Bouquet,  les 
trois  fonctions  elliptiques  par  les  symboles  X,  u,  v,  de  sorte  que,  en 
posant 

dx 


f. 


0  v^^^Vi -*»■*•« 


ar  =  X(-z),         ^i  —  a?a=  (x^s),         \/i  —  k2x2  =  v(z). 
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En  représentant  par  2to,  0/  un  système  de  périodes  elliptiques  de  la 
fonction  X,  les  valeurs  du  module  et  de  son  complément  sont  définies 
sans  ambiguïté  par  les  formules 

K^H'    *(ï)=**- 

Quand  nous  aurons  à  parler  de  la  racine  carrée  du  module,  nous  la 
supposerons  définie,  quant  au  signe,  par  Tune  des  équations 

Enfin  nous  désignerons  le  rapport  des  périodes  par  la  lettre  '(,  en 
posant 

2.   Si  l'on  fait 
(1)  X(e*  + a,  frf)  =/[*(*,  *)], 

f  dénotant  une  fonction  rationnelle,  £  et  a  étant  des  constantes,  et 
qu'on  désigne  par  200,,  co'(  un  système  de  périodes  elliptiques  relatives 
au  module  k,,  cette  équation  entraîne  deux  relations  de  la  forme 

j    £.2C0=/?.2C0,  +  y  .(i)',, 

(  £.    ti/=p'.z(ût-t-  q'.(û'ti 

oùp,  q,  p',  q'  sont  des  nombres  entiers  dont  le  déterminant  pq '--/></. 
que  nous  désignerons  par  n,  est  nécessairement  positif.  Réciproque- 
ment, si  les  relations  (2)  sont  satisfaites,  il  est  toujours  possible  de 
satisfaire  à  l'équation  (1),  et  le  degré  de  la  fonction  rationnelle  /sera 
égala  11.  Or,  si  Ton  veut  avoir  k2t  =  k2,  en  d'autres  termes  si  l'on  veul 
que  l'équation  (1)  donne  lieu  à  une  formule  de  multiplication,  on  n'a 
qu'à  faire  to,  =  w,  (û\  =  co';  on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

(  £.2W  =/).2w+  qo>', 
(   £ .     t»)  =  p  .  2  oj  H-  y  co  . 
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Il  est  facile  de  voir  qu'on  obtient,  de  cette  manière,  toutes  les  mul- 
liplications  possibles;  en  effet,  si  les  périodes  2w,,  co',  appartiennent 

au  module  A,  on  a 

20),  =  r  .20)  -4-  soi' 

Oi\  =  /''.  2  CD  -h  .V'to', 

ou  rs'—  r's  =  i  ;  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2), 
on  a  un  système  d'équations  analogue  au  système  (3).  Les  rela- 
tions (3),  bien  connues  depuis  Abel,  expriment  donc  la  condition  né- 
cessaire  et  suffisante  pour  que  la  multiplication  soit  possible.  On  en 
tire 

(  \  )  q(<)'2  -h  (/)  —  q)  bi.  2  CO  —  //(20J>)2  =  o, 

( 5 )  e2  —  (p  +  q')  £  +  pq'  -p'q  —  o\ 

d'où 

(6) 


y  _  ^_  _  —p  +  </'+  *'v 4 *  —  (/■>  +  g')'- 
(    z  =  p  +  ql  =  ±  [p  H-  q'+i>J.\n  -  O  -h  q')2]. 


Les  équations  (G)  ne  sont  sujettes  qu'à  une  seule  exception;  quand 
on  a 

p'=qz=o,        j)  =  q'=z, 

\  es!  indéterminé;  c'est  le  cas  de  la  multiplication  ordinaire. 

Dans  tout  autre  cas,  on  a  une  multiplication  complexe,  car,  '(  étanl 
toujours  imaginaire,  le  nombre  f\n  —  (p  -+-  q')2  esl  positif.  Puisque 
dans  l'expression  de  C  le  coefficient  de  i  est  essentiellement  positif,  le 
radical  \  \n  —  (p  +  q')*  doit  être  positif  ou  négatif  en  même  temps 
que  q.  <  >r,  en  changeant  au  besoin  le  signe  de  e  dans  les  équations  (3), 
nous  pouvons  supposer  q  et  sl\n  —  (p  ■+■  q')'*  positifs;  cela  étant, 
l'égalité 

1  n  -  (p  +  q')1  =  -  \p'q  -(p-  q'  )a 

fait  voir  que  p'  esl  négatif. 
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3.  A  chaque  module  répondent  évidemment  une  infinité  de  valeurs 
du  multiplicateurs;  cherchons  donc  la  valeur  de  e,  pour  laquelle  le 
degré  n  de  la  fonction  /est  le  moindre  possible.  D'après  le  numéro 
précédent,  les  périodes  elliptiques  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

A(0'2+B(0'.2(0  +C.(2(0)2=O, 

où  A  et  C  sont  positifs,  et  où  il  est  permis  de  supposer  que  A,  B  cl  (\ 
n'aient  pas  de  diviseur  commun.  En  la  comparant  à  l'équation  ( .]  )  el 
désignant  par/??  le  plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  q,  p  —  q\ 
—  p',  on  a 

q  =  mA,         /)  —  q'=mB,  —  p'  =?//(]. 

Faisant 

p  =±mB  -h  /•,         y'  =  — £mB -hr, 
on  en  tire 

n  =  pq'  —  p' q  =  r~  -+-  m2(AC  —  \  B2), 

ce  qui  fait  voir  qu'on  a  la  plus  petite  valeur  de  n  en  faisant  m  =  i, 
/•  =  o  si  B  est  un  nombre  pair,  mais  m  =  i ,  r2  =  \  si  B  est  impair.  <  )n 
a  ainsi  deux  cas  : 

Premier  cas.  —  Le  rapport  des  périodes  satisfait  à  l'équation 

aÇ2  -+-  i  lit,  -h-c  =  o, 
d'où 


n  =  ac  —  b2, 


—  b  -+-  i  \fn 


on  a  la  plus  simple  multiplication  complexe  en  posant 

/    £.2(0=         b.  2  CO  -+-  «to', 
(n\  ]    £.      Ci)'=—  C.2Q)  —  /KO', 

(  £  =  /  \  //  ; 

une  multiplication  quelconque  est  définie  par  les  équations 

l    (x  -{-  yiJ7i)  lu  =  (oc  -h  yb).io)  -h  ya(o', 
(8) 

)    (tfH-yiy/rc)     »'=  —  /c.2w  -h  (x  —  yb)to\ 

x  cl  y  étant  des  entiers,  et  son  degré  est  égal  à  x-  -hy*n. 
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Second  cas.  -  Le  rapport  l  satisfait  à  l'équation 


n  =  ac  —  o{u  -h  i),         t  — —  ' 

on  a  les  multiplications  complexes  du  plus  petit  degré  possible,  en 
adoptant  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  de  formules 


(9) 


I    c.2W  =  (i+l)2(0  +  a(i)',  £.20)  =  6.2(0 -h  G50)', 

,.     w'=—  C.2  0J  —  £ù)',  E.     0)'=—  C.  2  0)  —  (b-h  l)o/, 


î  -t-  iV4 n  —  i  _  —  i  +  ty4'*  —  » 


I  ne  multiplication  quelconque  est  définie  par  les  équations  sui- 
vantes  : 


(io) 


sou  degré  esl  égal  à  f[a?2-hyÎP(4«  —  i)]î  ,r  et  7  sont  des  nombres 
entiers  de  la  même  parité.  On  voit  que,  si  x  cty  sont  pairs,  les  équa- 
tions (10)  rentrent  dans  les  équations  (8). 

Dans  les  deux  cas,  les  trois  coefficients  de  l'équation  en  'Ç  n'ont  pas 
de  diviseur  commun;  a  et  c  sont  positifs;  de  môme,  \J/i  et  \  \n  —  1 
désignent  <l<s  quantités  positives.  Le  nombre  n  sera  appelé  le  degré 
du  module,  et  nous  dirons  qu'un  module  singulier  appartient  à  la  pre- 
mière ou  à  La  seconde  espèce,  suivant  qu'il  rentre  dans  le  premier  ou 
dans  le  second  <l<'s  cas  dont  nous  venons  de  parler.  (  )n  verra  en  effel ,  au 
numéro  suivant,  qu'un  module  ne  peut  appartenir  qu'à  un  seul  de  ces 
cas. 

I.  On  a  vu  que  le  rapporl  des  périodes  elliptiques  satisfait  à  une 
équation  de  la  forme 

1 1 1  a:- 4-  &Ç-t-c  =  o. 
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Réciproquement,  toute  équation  de  second  degré  à  coefficients 
entiers  définit  un  module  singulier,  pourvu  que  ses  racines  ne  soient 
pas  réelles.  En  effet,  le  module  et  la  période  2wse  déterminent  par  les 
formules 


(12)  co=*J] 


H-r/ 


OU 


Or,  en  faisant  co'=  2w'(,  la  fonction  X(z,  A)  admet  les  périodes  ellip- 
tiques 2w  et  co',  et  l'on  a,  pour  la  plus  simple  multiplication  complexe, 
les  formules  du  numéro  précédent.  Des  formules  (12),  on  peut  aussi 
conclure  que,  si  les  équations  (3)  dun°2  sont  satisfaites,  on  a  non  seule- 
ment k\  =  A2,  mais  aussi  \Jk{  =  y/A". 

Supposons  maintenant  qu'une  autre  équation  du  second  degré 

(i3)  A/q  +  B/C.  +  C.^o 

donne  la  même  valeur  de  A2  que  l'équation  (1 1),  et  soient  2to(,  ta'  les 
périodes  qu'on  obtient  par  les  formules  (12),  en  y  remplaçant  'Ç  par  u, . 
La  fonction  X(z,  A)  admet  des  périodes  élémentaires  2co,  et  w'(,  quoi- 
qu'elles ne  soient  pas  nécessairement  des  périodes  elliptiques  du  mo- 
dule A;  donc  on  a 

2  CD  =  /'  .  2(0,  -h  su>\, 

(1)'=  /•'.  2(0,  -+-  s'(x>\, 
d'où 

r         r'  +  s'Kr 
r  +  sÇ, 
et  l'on  a 

rs'  —  r's  =±  1; 

mais,  comme  le  coefficient  de  î  dans  l'expression  de  'C,  <lf>il  être  positif, 
on  a 

rs'  —  r's  =  1 . 
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En  faisant  cette  substitution,  il  faut  que  l'équation  (i  i)  se  change 
en  (i 3);  en  d'autres  termes,  il  faut  que  les  formes  quadratiques 

>Lxi-hBxy-hCyi     el      \,.i'J+  Btxy  -h  C, y- 

soienl  proprement  équivalentes. 

\  chaque  équation  du  second  degré  définissant  une  valeur  de  '£,  nous 
Irions  correspondre  une  forme  quadratique  a  déterminant  négatif. 
Dans  le  premier  des  cas  dont  il  est  parlé  au  numéro  précédent,  où  l'é- 
quation est 

aX>2  ■+-  2&£  -+-  <■  =  o, 

la  forme  correspondante  sera  (a,  b,  c);  dans  le  second  cas,  au  con- 
traire, où  l'on  a 

àQ  +  (3 b  H-  i)Ç  -h  c  =  o, 

nous  prendrons  pour  forme  correspondante  (2a,  26-hi,  2c).  I  ne 
première  condition  à  remplir  pour  que  deux  valeurs  de  '(  donnent  la 
même  valeur  de  k2  esl  doue  que  les  formes  quadratiques  correspon- 
dantes appartiennent  à  la  même  classe.  Ainsi,  tout  module  singulier 
de  la  première  espèce  du  degré  n  appartient  à  une  classe  proprement 
primitive  du  déterminant  —  //,  tout  module  de  la  seconde  espèce  à  une 
classe  impropremenl  primitive  du  déterminant  —  (!\n  —  1),  d'où  Ion 
\<>ii  que  les  deux  espèces  sonl  réellement  distinctes.  Nous  appellerons 
—  //  ou  —  (\n  —  1)  le  déterminant  <hi  module  singulier. 

\  chaque  classe  de  formes  répondent  plusieurs  valeurs  de  A2.  Pour 
en  déterminer  le  nombre  et  pour  trouver  les  relations  qui  les  font  dé- 
pendre les  unes  des  autres,  nous  ferons  usage  des  transformations 
linéaires  de  la  fonction  Xi  z  ). 

II.  LES    TRANSFORMATIONS    LINÉAIRES.     LkS    PLUS    SIMPLES    MODULES 

SINGULIERS. 

.'>.  Pour  avoir  tous  les  modules  qui  répondent  à  la  même  classe  de 
formes  quadratiques  que  le  module  A,  il  faut  substituer  à  £  l'expres- 
sion 

/•'  +  .*':, 

ï~~  » 

r-hsKt 
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7*,  s,  ;•',  s'  étant  des  entiers  satisfaisant  à  l'équation 

rs' — /•'  s  =  i, 

ce  qui  équivaut  à  effectuer  la  transformation  linéaire  (  [,  *)  définie  par 
les  équations 

e'.  2  (ù  =  r .  2(0,  -+-  sm\ , 

e'.     co'=  /•'.  2co,  H-.sr'w',. 

On  sait  que  le  carré  k\  du  module  transformé  a  l'une  des  six  valeurs 
suivantes  : 

<*>  *■■  *■  feS'  fâg)'  (*$)'  tei)< 

et  Ton  vérifie  sans  difficulté  que  ces  valeurs  répondent  respectivement 
aux  six  suppositions  suivantes  : 

seeeo,  s^^z,  s'e^o, 

.ç'^ee2,         s  =  .ç'  =  ±i,         s=  —  «~±i  (mod  4)- 

En  employant  les  transformations  linéaires,  il  faut  supposer  connu 
y/A";  souvent  il  nous  faudra  aussi  pousser  la  distinction  jusqu'à  la  dé- 
termination complète  de  \fk,.  Voici  le  Tableau  complet  des  formules 
de  transformations,  où  l'on  a  écrit  X,(ô)  au  lieu  de  X(0,  k,). 

A,  sso  (mod  4)  : 

s/F{  =  r>"*'sJk,        £'  =  (- 1)'^,        X4(c'6)  =  i'X(O). 

B,  .ç  =  2  (mod  4)  : 

)fFt  =  ^,        i'  =  (-  i)^+'"A-,         X,(e'6)  =  e'X(0). 

C,  r  =  s'=o  (mod  2)  : 

a  =  T  +  T>        vA'<  =  (-0"-       — r^î 

i  +  (-i)»"\/â 

J  4-.f        I 

4-(— I)      *      V  *  ' 


^Jli+c-M.    x-<,'0"+a)s=^i 


/ou/7l.  rfe  Afa*/i.  (4*  série),  Tome  III.  —   Fasc.  II,   1887.  l() 
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1),  /•-<>,  .?  =  r'  =  .ç'=i   (mod  2)  : 


a=-  +  r)  N/i,  =  (—  i)  —    .' 

2         4  i  —  i    v  '> 

I-;,  .v'     ;o,  /■      r'=s==i  (mod  2)  : 


1 


,       ir\  t  *■     /  Wc'A_l_„>>          '      1+  -1)     8     yfrXQ 

v     '   i-(-i)     2      v//rX(6) 

F,  r'      o,r  =  s===s'=i   (mod  2)  : 

(,)'  r,—       ._rs  1  —  t**\  k 

4  1  4-  v**  \Jk 

Remarquons  (juc  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  yA',  ol  £ 
•  la us  le  cas  F  embrassent  celles  des  cas  G,  D,  E. 

Dans  les  cas  C,  D,  E,  F,  la  dernière  formule  peut  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

X((«'8)= lz'm      ,      - 

1-4-  [x(0)v(0)  —  (—  i)!/.-Xs0 

Supposons  maintenant  \jk  défini  par  l'équation 
(i5)  A^  +  B'C  +  G^o, 

laquelle,  en  faisant 


m-  change  en 


^    ~~  r  +  sït 


(16)  A,tt  +  B.Ç.  +  C^o, 
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où,  par  conséquent, 

(17)  A,  =  A.s'2-+-  B.s's-f-  C.ç2; 

le  carré  k\  du  module  transformé  a  l'une  des  six  valeurs  (i4).  Il  y  a 
donc  généralement  six  valeurs  du  carré  du  module  pour  chaque  classe 
de  formes  quadratiques;  cette  règle  ne  souffre  d'exceptions  que  dans 
les  cas  où  quelques-unes  des  valeurs  (14)  coïncident,  c'est-à-dire  pour 
les  modules  qu'on  trouve  en  faisant  y/kt  =  \fk,  et  que  nous  appellerons, 
dans  la  suite,  modules  singuliers  linéaires. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  clans  le  paragraphe  précédent,  on  peut  clas- 
sifier  les  modules  singuliers  d'après  les  déterminants  des  formes  cor- 
respondantes; ainsi  un  module  de  la  première  espèce  du  détermi- 
nant —  D  est  du  degré  D,  et  son  plus  simple  multiplicateur  est  i\  I  i  ; 
au  contraire,  un  module  de  la  seconde  espèce  est  du  degré  {(D  H-  1), 
ses  plus  simples  multiplicateurs  sont  ^(±  1 -t- /^/D).  Nous  nous  ser- 
virons aussi  dune  autre  classification  :  les  modules  pour  lesquels  le 
coefficient  A  est  un  nombre  pair  seront  appelés  modules  de  la  pre- 
mière catégorie,  les  autres  modules  de  la  seconde  catégorie.  En  effet, 
on  verra  plus  tard  que  les  équations  algébriques  qui  déterminent  les 
modules  singuliers  diffèrent,  et  suivant  l'espèce  et  suivant  la  catégorie. 

Supposons  que  le  module  primitif  k  soit  de  la  première  espèce  et  de 
la  première  catégorie;  A  et  B  sont  pairs,  C  impair,  et  par  suite  A,  est 
pair  ou  impair  en  même  temps  que  s.  Donc,  les  deux  premières  des  va- 
leurs (14)  appartiennent  à  la  première  catégorie,  les  quatre  dernières 
à  la  seconde. 

Si  k  est  de  la  seconde  espèce,  le  déterminant  4AC  —  B2  est  égal 
à  l\n  —  1,71  désignant  le  degré  du  module.  Si  maintenant  n  est  impair, 
et  par  conséquent  4AC  —  B2=  8/<  -+-  3,  A  est  nécessairement  impair; 
donc,  dans  ce  cas,  la  seconde  catégorie  existant  seule,  toutes  les  six  va- 
leurs (ri  )  lui  appartiennent.  Au  contraire,  si  n  est  pair,  le  détermi- 
nant est  de  la  forme  8A  —  1,  donc  AC  est  pair.  En  supposant  que  k 
appartienne  à  la  première  catégorie,  la  congruence 

A,  =  A.?'2  +  Bss'+  Cs2==s(Bs'+  Cs)        (  mod  -i) 
fait  voir  (pie  ',  y  appartient  aussi.  Au  peste,  il  3   a  deux  cas  à  consi- 
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dérer  :  si  C  est  pair,  A,  devient  pair  si  .?  est  impair,  s'  pair;  mais  il  est 
impair  si  s  et  s'  sont  impairs  :  donc  les  valeurs  l  l_rp  )   appartiennent 

à  la  première  catégorie,  (  -  '.V  '  )  à  la  seconde;  si  G  est  impair,  l'in- 
verse a  lieu.  Donc,  parmi  les  six  valeurs  (i4),  quatre  appartiennent  à 
l;i  première  catégorie,  deux  seulement  à  la  seconde. 

Dans  tous  les  cas,  k2  et  -^  sont  de  la  même  catégorie. 

Voici  encore  une  application  des"transformations  linéaires  qui  nous 
sera  utile  dans  la  suite.  En  posant  X,  =  x  -h  yi  et  faisant  croître  indé- 
finiment y,  on  a 

y  =  o, 
et,  par  suite, 

sjk  =  o  ; 

en  même  temps,  t,  devient  égal  à >  \/A",  prend  l'une  des  valeurs  o, 

oo,  ±  i,  ±  i.  A  la  vérité,  on  ne  peut  pas  dire  que  réciproquement  \jkx 
prend  Tune  de  ces  valeurs  quand  'C,  converge  vers >  puisque  l'é- 
quation "Ç,  = ■  n'entraîne  pas  y  =  oo,  mais  seulement  '(  =  oc.  Ce- 
pendant, la  remarque  suivante  nous  suffira.  On  sait  que,  si  l'affixe  de  'C, 
se  meut  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  Taxe  réel,  l'affixe 
de  £  se  nient  également  sur  un  cercle  dont  le  centre  se  trouve  sur  le 
même  ave.  Or,  si  le  premier  cercle  passe  par  le  point  de  l'axe  réel  dont 

l'abscisse  est ,  le  second  cercle,  ayant  un  point  à  l'infini,  devient 

une  droite  perpendiculaire  à  Taxe;  donc,  dans  ce  cas,  on  a  bien/  =  x 

pour  C,  =  —  -•  En  déterminant  la  valeur  de  \Jk(  au  moyen  du  tableau, 

on  a  ainsi  le  résultat  suivant,  Quand  Ç,  converge  vers  l'une  des  va- 
leurs 

','  !  '  ^    ''•/     >         \?         i  •      ■      jp±i      4,;     i 
son  affixe  décrivanl  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  Taxe 
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réel,  \/k{  convergera  respectivement  vers  les  valeurs 
°>     »>      i>      —  i,     h     -  i- 

6.  Les  modules  singuliers  linéaires  se  trouvent  presque  sans  calcul, 
au  moyen  du  tableau.  Pour  avoir  ceux  de  la  première  espèce,  il  faut 
employer  les  cas  où  r  et  s'  sont  de  la  même  parité,  les  cas  B,  G,  F. 

Dans  le  cas  B,  il  faut  prendre  /•'  impair,  par  exemple 

£.  20)  =  —  2U+  2  G/, 

£.    o/  =  —  20)  -h  (d'; 
d'où 

2Ç2  —  2'(  +  I  =  0,  ^=i±f,  z  —  L 

2 

A-=z,        fr2  =  -i,        X(iÔ)  =  iX(6). 

Du  cas  C,  on  tire 

y/ A-  =  ±  \/2  —  I ,  /i  =  3  +  2\/2,  A'2  =  1 7  q=  I  2  ^2  ; 

on  peut  faire,  par  exemple, 

£.2(i)  =  (i)',  £0)'  = —  2  0), 

d'où 

y  .  ,/-.  0)  U>'\  I         I—  V7A-  X  (  0  ) 


2        4/       ^'  n-v*M°) 
ou  bien 

2£X(6) 


X(i6) 


M_|Jl(e)v(e)  —  /rX2(8) 


Il  est  facile  de  prévoir  qu'on  n'aura  pas  d'autres  valeurs  de  k*.  A 
l'unique  classe  du  déterminant  —  i  répondent  donc,  au  lieu  de  six. 
seulement  trois  valeurs  de  A2,  dont  l'une  de  la  première  catégorie, 
deux  de  la  seconde. 

Les  cas  D  et  E  donnent  les  modules  de  la  seconde  espèce  répondant 
à  Tunique  classe  improprement  primitive  du  déterminant   —   >.  On 
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trouve,  en  faisant  r~o,  s  es  .9'  (mod  4), 

On  peut  faire 

(2—  (+1  =  0,  (  =  £  = 


aUO 


ou  bien 


2 

_i_  i  +  f\I-X(0) 
v/â  i  —  f  v7Â-  X  (  0  ) 


>  f£eï  -  2sX(0) 

AV6u;~  i-h!A(6)v(e)  +  A'X2(6) 


On  ne  trouve  pas  d'autres  valeurs  de  A2;  ici  l'on  a  donc  seulement 
deux  valeurs  de  A2  au  lieu  de  six. 

7.  (  )n  a  \  ii  que  les  carres  des  modules  singuliers  linéaires  sont  Ions 
réels,  ceux  de  La  seconde  catégorie  de  la  première  espèce  positifs,  les 
autres  négatifs.  Recherchons  dans  quels  cas  le  carré  d'un  module  non 
linéaire  k  est  réel.  Soit  (a,  b,  c)  une  des  formes  quadratiques  qui  lui 
correspondent;  le  rapport  des  périodes  satisfait  à  l'équation 

«'(2-t-  a//(  -+-  c  =  o. 

En  remarquant  que  dans  les  formules  (12)  on  a 


y  =  6>27r/!;  =  c     "1  cos  —       -  1  sin 


a 


on  \<>ii  que,  si  A2  est  réel,  il  est  identique  au  carré  du  module  défini 
par  l'équation 

<t'i-  —  'ib'Ç  -+-  c  =  o, 

d'où  il  suit  que  les  tonnes  (a,  b,  c)  et  («,  —  />,  c)  sont  proprement 
équivalentes.  Les  valeurs  réelles  de  A-  appartiennent  donc  toujours 
aux  classes  ambiguës.  Si  A-  est  positif,  nous  pouvons  supposée  que  la 

\aleur  dt-  v  A  définie  par  f  équation  en  l  soit  réelle;  alors -^-,,  (  '     >- 


MULTIPLICATION    COMPLEXE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  123 

( ~  )    sont   aussi    réels   et   positifs.    Au    contraire,    (  I+  <v  l)  , 

\i-W  \i-i\/k  ' 

[  - ^7=  )    sont  généralement  imaginaires  ;  les  modules  linéaires  seuls 

\i-his/k/ 

font  exception;  car,  si  l'une  de  ces  deux  quantités  est  réelle,  elle  se 

confond  avec  l'autre,  ce  qui  n'arrive  que  pour  les  modules  linéaires. 

Si  A2  est  réel  et  négatif,  nous  pouvons  supposer  y^A  égal  à  (14-  n  2. 

a  étant  réel  ;  d'où 


V*Y 


,'±V* 


l  +  (l+l)s 


(n-o«j     Vi^y* 


±ô/â-V 


1  =rr  (  1  —  0al  '" 

i±(i-0 


-T- 
«J  ' 


alors  7^  sera  réel  et  négatif;  mais  les  carrés  des  autres  modules  qui 

appartiennent  à  la  même  classe  que  k"  seront  généralement  imagi- 
naires, et  évidemment  il  n'y  a  d'exceptions  que  pour  les  modules 
linéaires.  Or  on  sait  (Gauss,  Disquis.  arithm. ,  art.  257,  258) 
que  chaque  classe  ambiguë  contient  une  forme  de  l'un  des  deux  types 

(a,  o,  —  h  (a,  -  a,  — -j-^—  ]>  où  dans  la  seconde  a  est  pair.  Dans  le  cas 

du  premier  type  la  classe  donne  évidemment  quatre  valeurs  de  k2  réelles 
et  positives.  Dans  le  cas  du  second  type  on  a  l'équation 

a(24-aÇH ~—  =  o; 

en  y  faisant  £  =  £,--!,  et  désignant  la  nouvelle  valeur  de  \fk  par  \  A,, 

on  a 

•/■>           y         a2  4-  4^  T~         •  (T 

al\  —  aC,H Yla — =°'  *    '  =    *    ' 

donc,  en  posant  \J k  =  u  ■+■  Pi,  u  et  p  étant  réels,  on  a 

1 y/À"  =  u  —  vi, 
d'où 

A2  =  —  (w2-h  p2)2; 

par  conséquent  la  classe  donne  deux  valeurs  de  A2  réelles  el  néga 
tives. 
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(  ;«lii  posé,  considérons  les  divers  cas,  en  désignant  par  u.  le  nombre 
des  diviseurs  premiers  impairs  de  D. 

Si  D  =  4A-J- i,  il  V  a  2!X_I  classes  appartenant  à  chacun  des  deux 
i  ypes.  (  îelles  du  premier  type  donnent  2^'  valeurs  réelles  et  positives 
de*',  et,  puisque  a  et  -  sont  impairs,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  ap- 
partiennent toutes  à  la  seconde  catégorie.  Les  autres  donnent  2^ 
valeurs  réelles  et  négatives  de  A2  appartenant  à  la  première  caté- 
gorie. 

Si  D  \  h  —  1 ,  il  V  a  2(1",  classes  proprement  primitives  du  pre- 
mier type;  donc  la  première  espèce  contient  2^  modules  dont  les 
carrés  sont  réels  et  positifs,  tous  appartenant  à  la  seconde  catégorie. 
I  )c  plus,  il  est  facile  de  voir  qu'il  existe  2!X-'  classes  improprement  pri- 
mitives du  second  type,  qui  donnent  2^  modules  de  la  seconde  espèce 
dont  les  carrés  sont  réels  et  négatifs;  ces  modules  sont  tous  de  la 
seconde  c  itégorie. 

Si  1  )  es!  pair  mais  non  divisible  par  8,  on  a  2^  classes,  toutes  du  pre- 

D  .  ,., 

nuer  type,  bn  prenant  «pair  et  par  conséquent  —  impair,  on  voit  qu  11 

\  a  2'1 ••'  modules  réels  de  chaque  catégorie. 

Enfin,  si  I  )  < -s t  divisible  par  8,  il  y  a  2^  classes  de  chaque  type.  Celles 
du  premier  type  donnent  21*"1  modules  réels  de  chaque  catégorie; 
celles  du  second  type  donnent  2*"'  modules  de  la  première  catégorie 
donl  les  carrés  son!  réels  el  négatifs. 


III.    —   Formation  des  équations  algébriques  dont  dépendent   les 

HODl  LES     SINGULIERS,     ET     DES     FORMULES     DE     MULTIPLICATION     COM- 
PLEXE. 

S.    Pour  trouver  les  formules  de  la  multiplication  complexe  la  plus 

simple  que  C porte  un  module  singulier  défini  par  le  rapport  des 

périodes,  et  pour  déterminer  algébriquement  ce  module,  il  sutïh  de 
trouver  les  formules  de  transformation  qui  répondent  aux  équa- 
tions (7)  et  (  9).  Rappelons  d'abord  quelques  points  de  la  théorie  de  la 
transformation 
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Considérons  les  équations 


(.8) 


£.2(0   =  /'  .  2(0,  -4-  .?  (0(  , 

c.    to'=  /•'.  2(0,  -f-.s'co', ,  /V  —  r's=/j, 


et  la  formule  de  transformation  correspondante 

A(£0  +  a,A-.)=/[X(0)]. 

Au  moyen  de  la  relation  X((o  —  0)  —  X(0),  on  trouve  pour  la  con- 
stante a  l'expression  suivante 

«  =  (¥  +  '  -,,)v  +  (2^"-s)f  ' 

où,  en  changeant  convenablement  la  fonction  rationnelle  /,  on  peut 
choisir  arbitrairement  les  nombres  p  et  q.  Il  en  résulte  qu'on  peut 
faire 

a  =  o,  si  s  est  pair,  r  impair, 

10, 

a  =  —  >  si  5  et  r  sont  pairs, 

Lo'(  .  . 

-y-i  si  5  est  impair,  /•  pan-. 

&>'. 

a  =  — ->  si  s  et  /•  sont  impairs. 

4 

Des  équations  (18)  on  tire 

S1 .  2  co  —  .v  b)                                    —  /•' .  2  10  4-  /'  Ci) 
2  CD ,  =  £  j  O).  =  £ > 


OJ  |  to , 

a  =  —  + 

2 


d'où  Ton  voit  que  les  n  valeurs  différentes  de  ^(0)  qui  répondent  à  une 
même  valeur  de  \(ë)  -h  a,  k,  )  sont  contenues  dans  l'expression 


S.2CO .9(0  —  /•    .  2CO-+-/W 


i9)  x^e-h/w — - — -hji 

Dans  la  suite  nous  aurons  à  considérer  les  cas  où  les  quatre  nom- 
bres/-, s,  /•',  s'  n'ont  pas  de  diviseur  commun;  en  désignanl  par  0  le 

Jour»,  de  Math.  (4*  série).  Tome  III.        Fasc.  II.   i8S>]  '  ~~ 
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plus  ^rand  commun  diviseur  de  r  et  de  s,  posons 

(20)     r=pS,        s  =  <x$,         etparsuite         rc  =  S(p*      r'i)  =  on' 

(  )r,  en  faisanl 

(        pip   -  m  o-  =  1 , 

(    —  ar'-h  m*'  =  /, 
l'expression  (19)  devient 

-k   (fi  t.2bi-\-  Sa)'" 


Dans  cette  expression  on  peut  rendre  t  premier  à  0  ;  car  première- 
ment le  plus  grand  commun  diviseur  de  /  et  de  n'  est  premier  à  o;  ou 
tire,  en  effet,  <!<■*  équations  (21) 

a  (p.ç'  —  r'a)=  [j-n'  =  at-h  s' , 
m  (  ps'  —  r'<y)  =  nui  =  pt-\-  r'; 

donc  un  diviseur  commun  à  /  et  à  /*  divise  /■'  et  .s-',  el  par  conséquent  il 
esi  première  0.  Secondement,  si  /el  S  admettent  un  diviseur  commun, 
on  |M'iit  remplacer  [/.el  ///  respectivement  par  p-t-haei  m-hhp,  ce 
qui  revient  à  remplacer  /  par  /  4-  hri\  or,  puisque  /  el  //'  n'ont  pas  un 
même  diviseur  commun  avec  0,  on  peut  choisir  h  de  manière  à  rendre 
/  -+-  lui'  premier  à  S. 

En  faisant,  pour  abréger, 

Q  =  /.  2(0  H-  Oco', 

on  n  ni  1  que  les  //  valeurs  de  l'expression  (19)  peuvent  être  représen- 
tées par 

(22)  X(e+  ')"  |>        où        />      o,  1,  2,  ....(*-  1). 

Si  l'on  pose 
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Ç\i  Ç>>  Çs->  •  •  ■  étant  les  diviseurs  premiers  de  n,  le  nombre  N  des  pé- 
riodes Q  qui  donnent  des  transformations  différentes  est  déterminé 
par  l'équation 

(23)  K  =  qt\q^*)<fir\q^i)qt\q^ï).... 

A  chacune  de  ces  N  valeurs  de  Q  répondent  plusieurs  transforma- 
tions ;  on  en  peut  choisir  une,  qui  donne  les  formules  les  plus  simples, 
et  que  nous  appellerons  la  transformation  principale.  Ces  transfor- 
mations seront  choisies  de  telle  manière  que  les  modules  correspon- 
dants satisfassent  à  une  même  équation  algébrique,  dépourvue  de 
racines  étrangères  à  la  question,  et  qui  d'ailleurs,  pour  les  degrés 
pairs,  se  décompose  en  deux  ou  en  plusieurs  facteurs.  On  sait  que,  la 
transformation  principale  étant  connue,  les  autres  transformations 
répondant  à  la  même  valeur  de  û  s'en  déduisent  au  moyen  des  trans- 
formations linéaires.  Soient 

£0.2(O=r0.2W0-h*0(o'0J 

£0.    ù>'=r'0.2&>0-i-s'0co'0 
les  équations  qui  définissent  la  transformation  principale,  el 

Y-  A(£o0  H-a0,  K) 
la  fonction  transformée;  soient  de  plus 

£/.2(0„=  r,.2©,+  *,»'„ 

£'.  &>;  =  /*;. 2(0, -+-*>; 

les  équations  de  la  transformation  linéaire  qu'il  faut  employer  pour 
avoir  la  transformation  (18),  on  a 

(£  =  £„£',         r  =  /■„/',  -h  .v0 r\ .         s  =  r0s,  4- s0s\ . 
\  r==r0rt  -+-  *0r,,         s  =  rQsi-hs0sr 

Ayant  déterminé  au  moyen  de  ces  équations  les  nombres /*,,  sn  /-,,  s,. 
ou  seulement  leurs  valeurs  (mod  i),  le  tableau  des  transformations 
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linéaires  donne  X(e6  H-  a,  A,)  en  fonction  linéaire  de  Y,  et,  par  suite, 
en  fonction  rationnelle  de  X(0).  De  plus  on  a  <Jk0  exprimé  en  fonction 
linéaire  de  \Jlit\  en  substituant  cette  expression  dans  l'équation  modu- 
laire principale,  on  trouve  l'équation  modulaire  répondant  au  genre  de 
transformations  en  question. 

Cela  posé,  si  l'on  veut  avoir  la  multiplication  complexe  définie  par 
un  système  d'équations  de  la  forme  (7)  ou  (9),  on  n'a  qu'à  identifier 
les  équations  en  question  avec  les  équations  (18)  en  faisant 

W,  =  oj,         (n\  =  co',         \Jkl  =  \/k. 

On  a  ainsi  X(sO  -f-  a,  k )  en  fonction  rationnelle  de  X(G),  ou  bien,  si 
Ton  veut,  X(e8)  en  fonction  rationnelle  de  X(0)  et  de  u.(8)  v(0);  de 
plus  on  obtient  une  équation  algébrique  satisfaite  par  le  module  k.  Les 
équations  qu'on  obtient  de  cette  manière  ne  sont  pas  libres  de  racines 
étrangères  à  la  question  ;  elles  peuvent  avoir  les  racines  A  =  o,  A-  =  ±  1 , 
et  elles  sont  généralement  satisfaites  par  des  modules  singuliers  d'un 
degré  moindre  que  //.  11  faut  maintenant  trouver  les  racines  étrangères 
el  déterminer  la  multiplicité  de  chaque  racine. 

Les  relations  modulaires  s'expriment  par  des  équations  en  \  A,,  en  A,, 
«ni  en  k*.  Pour  embrasser  ces  trois  cas  dans  une  même  expression,  dé- 
notons l'équation  modulaire  dont  il  s'agit  par  F(£,  r\)  =  o,  \  et  r(  dési- 
gnant respectivement  ou  \Jk  et  y/kn  ou  k  et  A-,,  ou  enfin  A-  et  k*. 
Ainsi  l'équation  dont  il  faut  chercher  les  racines  esl 

F(Ç,5)  =  o, 

Soit,  en  premier  lieu,  I  un  module  de  la  première  espèce,  déterminé 
par  la  racine  ;  !ja  de  l'équation  (25);  désignons  par  »,  son  degré, 
par  2cy,  ©'un  couple  de  périodes  elliptiques,  par  £,  leur  rapport,  et 
soil 

(  a6)  a,Ç;  +  a6lÇ,-+-c1  =  o,         a,c{  -b*=n,. 

\*m  hypothèse  il  existe  une  multiplication  complexe  du  degré//,  qui 
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d'après  le  n°  3  est  définie  par  les  équations 

[  (x  -+~yi\Jn\  )2CT  =  {x  -t-yb{)  itx  -hyat  gï', 
(2?)  j  (x  -\-yi\int)    w'=  —  ycK.ixs  +  (x  —  ybK)vs', 

\  x2  -h y'2nt  =  n. 

On  voit  que  les  quantités  X  f  6  4-  —  J  et,  par  suite,  la  transforma- 
tion principale  sont  complètement  déterminées  par  ces  équations,  de 
sorte  que  pour  chaque  couple  de  valeurs  de  x  et  dey  il  n'y  a  qu'une 
seule  racine  de  l'équation  modulaire  principale.  Donc,  si  les  racines  de 
cette  équation  et  de  l'équation  F(£,  yj)  =  o  se  correspondent  une  à 
une,  on  peut  conclure  que  chaque  valeur  de  x -+-  yi\jnx  ne  peu! 
répondre  qu'à  une  seule  racine  de  la  dernière  équation.  Le  contraire 
ne  se  rencontre  que  dans  le  cas  des  modules  de  la  seconde  catégorie 
d'un  degré  pair,  où,   comme  on  le  verra  plus  tard,  on  doit  faire 

I  +  ^T'J  ou  môme  h  =  (t^t^J  '  A>  désignant  le  module  ob- 
tenu par  la  transformation  principale;  mais  il  est  facile  devoir  que 
seulement  une  des  valeurs  de  y)  qui  correspondent  à  une  même  valeui 
de  /0  ou  de  l20  peut  être  égale  à  £,  puisque  autrement  on  aurait  lQ  =  o, 
supposition  impossible;  donc  aussi  dans  ce  cas  chaque  valeur  de 
x  H-  yi  \]nl  répond  à  une  seule  racine  de  l'équation 

F(1;,yj)  =  o. 

Réciproquement,  si  x2~hy2n{  =  n,  les  équations  (27)  définissenl 
une  multiplication,  généralement  complexe,  du  degré  n. 

Ainsi  chaque  module  singulier  de  la  première  espèce  et  du  degré  //, 
admet  un  nombre  de  multiplications  égal  au  nombre  des  solutions  de 
l'équation  x2-\-y2nK  =  n\  le  nombre  de  transformations  qu'il  fani 
compter  n'en  est  que  la  moitié,  puisque  chaque  valeur  du  module 
transformé,  de  son  carré  ou  de  sa  racine  carrée,  s'obtienl  avec  deux 
multiplicateurs  qui  ne  se  distinguent  que  par  les  signes  (voir  le  Tableau 
des  transformations  linéaires  A). 

En  considérant  en  second  lieu  les  modules  de  la  seconde  espèce,  les 
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('([nations  (26),  (27)  sont  remplacées  par  les  suivantes  : 

a,£î+  ('20,  -4-  i)'(,  +  c{  =  o,         «,c,  —  bt(b,  -h  1)  =  nn 


<s 


9. 


'2OT  =  (— T~  +ybn  acr-t-ya,©', 


1       y  i\l(\  n  ,  —  1         ,  ( x  —  y  ,   \ 

ct  =  —  yc,  .  2  tô  -+- 1  — — '■ y  ù,  l  m  , 


2 


;a-f-y2(4>*.  -  1)=  \n- 

/    et  ^  étant  de   la  même  parité.  Au  reste,   1rs  conclusions   sont  les 
mêmes. 

Les  transformations  définies  par  les  équations  (27),  (28)  ne  sont 
pas  toutes  de  l'espèce  que  nous  avons  à  considérer;  il  faut  d'abord 
écarter  celles  où  x  et  y  ont  un  diviseur  commun,  s'il  s'agit  d'un  module 
•  le  la  première  espèce;  pour  les  modules  de  la  seconde  espèce,  il  faut 
omettre  celles  où  x  et  y  ont  un  diviseur  commun  autre  que  2;  par  là 
les  cas  des  multiplications  ordinaires  sont  exclus.  Enfin  il  faut  que  la 
valeur  c  =  ç„,  déterminée  par  les  équations  (27)  ou  (28),  satisfasse  à 
l'équation  spéciale  l^(^,  ^)  =  o  dontil  est  cjucstion.  Supposons  d'abord 
qu'on  ait  fait  \fk  =  \.  En  désignant  par  /(£,  yj)  =  o  l'équation  modu- 
laire principale,  on  a 

F($,y])  =  /XÇ,  i'^y)),         si  s<  =  o        (mod4), 

F(5.l)=/(5,^)»  si  st~2        (mod  J), 

F<*.1)=/(5.^££Ë)'    si*,  est  impair. 

Soit  de  plus  (RJ  g,!  J  la  transformation  linéaire  qu'il  faut  combiner 

avec  la  transformation  principale  pour  avoir  la  multiplication  coin 
plexe  (27)  ou  (28),  ci  qui  se  détermine  par  un  système  d'équations 
analogue  au  système  |  2 .',  >.  Or  il  faut  que  la  racine  carrée  du  module/,, 
déduite  de  \ /.  c'est-à-dire  de  H,  par  la  transformation  principale,  se 
change  en  y,    par  chacune  dr<   transformations   linéaires  (rJ  s?  )  et 
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(  tJ   c'  )  j  donc  on  doit  avoir 


'l 

O 

\-(Rl 

s,\ 

//•,  s2 

'■'. 

*l> 

i-U 

S'J 

\r'2  s'2 

où  r2s2  —  r'2s2  =  i,  et  où,  au  moins  s'il  ne  s'agit  pas  d'un  module 
linéaire,  j-',=s2~o  et,  par  suite,  r2*2==i  (mod  4).  Mais  efifective- 
ment  les  modules  linéaires  ne  font  pas  exception;  en  effet,  si  /„  est 
linéaire,  il  admet  une  multiplication  complexe  linéaire 


£  .2GT0=r3.aGT0-h53CT0, 


(R     S  \ 
r.'   s'  )  pai 

(r;  s;)  (^0  =  (^s;)'cequidonne 

7'i   *i  \  __  /R2  S2\  /     [s'3  —  s3\  /  r,  ss 
r\  S'J  ~  \Ro  S'J  V  —  r',      r3)  \r'2  s'.. 

Or,  si  l'on  n'a  pas  r2  =  52  =  o(mod/|),  les  deux  transformations 
linéaires  (  '?    ?  )  et  (    ?    ?  )  donnent  nécessairement  un  résultai  idcn- 


r.2  s.2 
tique,  quand  on  les  applique  à  un  module  quelconque,  car  autrement 

\Jl0   serait   déterminé    par   deux    équations    incompatibles;    donc    la 

transformation!      S*  ~  "?3  )  (,2  SJ  )  =  ('':  s':  )   n'altère   pas    la    racine 
\-f3       rj  \r.,  sj        \r,sj  * 

carrée  d'un  module  quelconque,  c'est-à-dire  qu'on  a 

r'4  =  s4==o         (mod  \). 
Cela  posé,  ayant 

/-,  =  R,  r2-h  S,  r, ,         5,  =  R,  s.,  -+-  S,  s'a , 

r\  =  R'(  r2  -h  S',  /•; ,         s\  =  R',  s,  -+-  S',  s'a . 
on  conclut 

rt==Rtr21         s,=  S,*;,         r;==R;r2,        *',=    S>;         (mod4)î 
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d'où 

r,i,sR,SM        /V^--K'(S;,        s.s'.esS.S;         (mod4). 

Donc  si  .v,      o,  on  a 

S,=   o,         r>,=R;S;         (mod4); 

-I     .V,        .2, 

S,    52,         /vv'.^R'.S',; 

('l  si    .v,  t  I  , 

S,      ±i,         /vv     H.  S, ,        s4^==S,S',. 

En  substituant  les  valeurs  r4,  sn  r\,  s\;  R,,  S,,  R',,  S'|5  on  a  dans 
chacun  des  trois  cas  un  système  de  congruences en  xety,  qui  expri- 
ment que  la  valeur  £==  £„  satisfait  à  l'équation  F(£,  !;)  =  o. 

Dans  les  cas  où  Ton  a  l=k  les  congruences  /-'.s',  e=R',  S',, 
/,.s(  II,  S,  doivent  évidemment  être  prises  suivant  le  module  2;  si 
\  =  /»•'-',  elles  doivenl  être  omises. 

Le  nombre  des  transformations  des  formes  (27)  et  (28)  qui  satis- 
font à  ces  conditions  est  égal  à  la  multiplicité  de  la  racine  y]  =  H0  de 
L'équation  F(lj0,  y))  =  o,  pourvu  qu'on  ne  compte  que  pour  une  seule 
transformation  deux  multiplications  complexes  qui  se  déduisent  l'une 
de  l'antre  en  changeant  simultanément  les  signes  de  œ  et  y. 

Ce  nombre  est  en  même  temps  la  multiplicité  de  la  racine  £0  de 
l'équation  F(H,  ^)  =  o.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  qu'en 
considérant  l'équation  F(l*,  yj)  =  o  comme  l'expression  analytique 
d'une  courbe,  aucune  des  droites  y]  =  £,  <;  =  E0  ne  coïncide  avec  une 
tangente  de  la  courbe  au  point  \  =  r\  =  lj0.  Dans  le  cas  où  l'on  a  fait 
\  =  /,.  on  a,  d'après  une  formule  de  Jacobi, 

<l'>  _  H(i-V)  e» 

ce  qui  pour  \      yj  donne 

./r,    __    :- 

détermination  qui  est  encore  valable  pour  \  =  k*  el   pour  !•  =    \Â. 
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connue  on  le  voit  aisément;  or,  z  étant  imaginaire,  —  ne  peut  être  égal 

à  l'unité,  ni  à  l'infini. 

On  peut  se  servir  de  plusieurs  méthodes  pour  débarrasser  l'équation 
F(£,  £)  =  o  des  racines  étrangères  à  la  question.  Dans  beaucoup  de 
cas  les  modules  du  degré  n  seuls  sont  des  racines  simples,  ce  qui 
fournit  un  moyen  de  les  isoler.  On  peut,  dans  tous  les  cas,  calculer 
préalablement  les  équations  dont  dépendent  les  racines  étrangères,  el 
les  supprimer  par  une  série  de  divisions.  Enfin,  si  Ton  connaît  l'équa- 
tion du  multiplicateur  s,  on  peut  en  éliminer  e  au  moyen  de  l'équation 
£2  4-  n  =  o  ou  srdz  £ -h  n  =  o,  suivant  qu'il  s'agit  de  modules  de  la 
première  ou  de  la  seconde  espèce;  en  cherchant  V  plus  grand  commun 
diviseur  des  premiers  membres  de  l'équation  résultante  et  de  l'équa- 
tion F(lj,  i)  =  o,  on  obtient  un  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  é\  i- 
demment  l'équation  des  modules  du  degré  n. 

Pour  n'avoir  pas  un  trop  grand  nombre  de  cas  à  distinguer,  nous 
nous  occuperons  principalement  des  équations  en  A2,  quoiqu'il  soil 
souvent  préférable  dans  les  calculs  de  passer  par  des  équations  en  \  A . 
ou  même  en  y  A\ 

î).  Supposons  que  n  soit  impair.  Nous  choisissons  pour  transforma- 
tions principales  celles  qui  sont  définies  par  les  équations 

E0.2(O==         0.2W0, 

c„  .     OJ  =  —  t  .  2  (O0  H-  n  co„ ,  — —  —  L„ 

1  f.i  . 


2COfl  " 


À-0 


2        Pil 


qui  donnent  les  formules  bien  connues 

n  -1 

2 

ï   =A(so0,A„)  =  s(lA(0)fX-  -Li 

~  TT       \  n  )       \  n  )  n-       (    T\"  ■  | 


):• 


Le  nombre  /  n'esl  déterminé  que  par  rapport  au  module  //   :  nous 

fourn.  de   Math,  l  V  série),  lome  m.        I  asi  ,11,  '  " 
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'    >  I 

pouvons  donc  le  supposer  divisible  par  4  ;  de  plus,  o  étant  impair  et  de 
signe  arbitraire,  nous  supposerons 

S      i     (mod  ï),         d'où         /*'=«     (mod4); 
par  là  les  équations  (2/1)  donnent 

B— 1  n-l 

(29)  /-,  =  /■,        .v,  =  .9,        r;  =  (-i)V,        *',=(-  0S*'- 

Nous  supposerons  l'équation  modulaire  écrite  entrée  ety/A^nons 
la  désignerons  par 

(30)  f{\[k,  V'^)=o; 

si  on  la  combine  avec  une  des  transformations  linéaires  du  Tableau,  on 
a  une  équation  entre  \Jk  et  \fkx  dont  les  racines  correspondent  une  à 
une  au\  racines  de  l'équation  (3o).  On  sait  que  dans  l'équation (3o) 
les  coefficients  i\i>*  diverses  puissances  de  \!k0  sont  des  fonctions 
entières  dey?,  à  coefficients  entiers,  le  premier  terme  étant  (\fk~0)' ,  le 
dernier  \ /.  '  .  I  h  plus,  si  11  n'est  pas  un  carré  parfait,  les  ternies  du 
plus  haut  et  du  plus  petit  degré  en  \[k  et  yA0  ont  pour  coefficients  une 
même  puissance  de  2.  Gela  a  été  démontré  parSohnke  pour  les  trans- 
formations de  degré  premier  {Journal  de  d'elle,  t.  16),  et  il  n'est 
pas  difficile  de  le  démontrer  en  général.  En  effet,  pour  les  petites 

valeurs  de  A",  on  peu!  développer  \A(1  en  une  série  ordonnée  suivant  les 

i_ 

puissances  croissantes  de  [\k)  ,  dont  le  premier  terme  est 

t         II  —  0  ô 

5TCl  ■      — 

in'         n       /     T\" 

a      (NA) 

(voir  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  de  MM.  Briot  cl  Bouquet, 
p.  63i,  où  cette  propriété  est  démontrée  pour  les  degrés  premiers). 

<  )n  a  donc,  pour  les  petites  \aleurs  de  A. 


J 


nA.s/,„        n(vAr,-     ™'"-±"\k*-  -...); 
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or  on  a  le  terme  du  plus  petit  degré,  en  prenant  de  chaque  facteur 
le  terme  dont  le  degré  est  le  plus  petit,  c'est-à-dire,  le  premier  terme 
si  o  >  //',  le  second  si  ù  <  n'  ;  donc,  le  coefficient  du  terme  cherché  de 
la  fonction  f(\Jk,  \jk0),  étant  un  nombre  entier,  est  bien  une  puissance 
de  i.  De  plus,  ayant 

le  coefficient  du  terme  du  plus  haut  degré  est  égal  à  celui  du  ternie  du 
plus  petit  degré. 

Par  la  remarque  faite  à  la  fin  du  n°  6,  il  est  facile  de  voir  qu'en 
supposant  \fk  égal  à  l'une  des  valeurs 

o,     oc,      i ,      -  i ,     /,      —  i, 

\Jk0  sera  respectivement  égal  à 

o,      qo,      i,      —  I,      (—  i)  2   i,      —  (—  i)  "   l, 

c'est-à-dire  qu'on  aura,  pour  les  valeurs  critiques  de  \J k, 

s[F0=(y/k)\ 

Soit,  pour  un  moment,  \[k  =  x,  \Jk0  =  y,  et  faisons  subir  à  x  la  trans- 
formation linéaire  (—1  o),  et  soit  \  la  racine  carrée  du  module  trans- 
formé ;  on  aura 

Y         -_r  i  —  x  i~r—  ;# 

t  =  l        >  X  —     •    ..    , — r  > 

[-+-#  l    '-ht, 

soit  de  plus  r\  la  valeur  de  \fk0  correspondant  à  £,  de  sorte  qu'on  ail 

/(5,i)  =  o. 

Évidemment  Y]  se  déduit  de  x- par  une  transformation  du  degré  //. 
c'est-à-dire  qu'on  l'obtient   par   une    transformation    principale   du 
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deeré  //  suivie  d'une  transformation  linéaire;  donc  on  a 


OU   (Ml 


lin 


"y 

ou 

'<] 

= 

i 

; 

M  = 

im 

t  —  iV-y 

ï  -+-  iV-y 

> 

or,  par  la  remarque  précédente,  il  est  facile  de  voir  qu'on  a  effective- 


i  —  )' 


En  reportant  les  valeurs  de  x  cl  do  y  dans  L'équation  f{.c1y)=  o, 
on  voil  que  l'équation  /(-.,  *])  =  o  entraîne  celle-ci  : 

\  oici  encore  une  remarque  qui  nous  sera  utile.  On  a 
^   ,/£û\         _  

j-r  ^    \    «   /   _   \/E>        '        _    v5  \  l 


\l  ».  (£?)      ^  ^       ^ 


el  Ton  sait  que  le  premier  membre  est  racine  d'une  équation  du  degré  \ 
donl  les  coefficients  sont  rationnels  en  A~;  par  suite,  en  substituant  à 

l'inconnue  de  cette  équation,  soit  ^  — — r>  soit*  °^,  »  on  obtienl   l'é- 
quation  modulaire.  Donc  celle-ci  peut  être  mise  sous  la  forme 

(30        <|(  (vr /,i) =  o'     si  "    ■     (mod4)5 

.  «'i  sous  la  forme 

(32)  <I>(S/,„  s  A. /,'-)  =  (),  si//.==-i  (ii)o«l|). 
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10.  Considérons  les  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  pre- 
mière catégorie  d'un  degré  de  la  forme  l\Ji ,-h  i .  —  Le  coefficient  a 
est  nécessairement  congru  à  2(mod4),  h  et  c  sont  impairs;  les  équa- 
tions (29)  deviennent 

rt  =  b,         n  =  a  =  2,         7\==— c,         s\==— b        (mod4). 

11  faut  donc  employer  le  cas  B  du  tableau  des  transformai  ions  li- 
néaires, c'est-à-dire  qu'il  faut  faire 

sjk  =  ^  e'  =  (-  t/^X  X(B'e.8)=  e'X<  £08)=  I  V  : 

V«"o 


d'où  Ton  tire 


b  —  \ 


sfko=  Ç>         t*  =  ibksfc,         Hisn())=±=j^-\  . 

En  substituant  l'expression  de  sjk^  dans  l'équation  modulaire  prin- 
cipale, on  obtient  donc  deux  équations  en  y/A',  dont  les  coefficients,  qui 
sont  de  la  forme  p  -h  qi,  ne  se  distinguent  que  par  le  signe  de  /;  le 
premier  et  le  dernier  coefficient  sont  ±1.  L'équation  (3i)  t'ai l  voir 
que  les  équations  trouvées  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

*(-> /.•*)  =  <> 

ou  bien 

/(*•*)=  o, 

/dénotant  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers. 

Cette  équation  n'est  satisfaite  ni  par  k  =  o,  ni  par  k  =  db  1 . 

Soit  /  un  module  singulier  de  la  première  espèce  et  du  degré  //,. 
satisfaisant  à  l'équation  f(ibck)=  o,  on  aura,  d'après  (  27)  et  (  29  ). 

./;2  +  )-2//,  =  ra,  R.{===x-hybt,         S,:=/a, 

R\==—ycn  S',  =  x— y&{  (mod,). 

(  )r  on  doit  avoir  (  11"  (S  ) 

S,  =  .ç,  =  2,  EV,  S',  =/♦>',  =  bc         (mod/i  1: 
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donc  les  conditions  à  remplir  pour  que  /satisfasse  à  l'équation  sont  les 
suivantes  : 

(33)  /  -xKc-h/i,^^         )  ^ 

On  en  conclul  queyet  c,  sont  impairs,  et  que  a{  =  '±{\\\oà[\)',  bK  est 
nécessairement  impair;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  aurait, 

n,  =  a,c,—  b]  =  i         (mod4)î 
d'où 

x2-*-y2nl==3     ou     =  2, 

ronii*-  l'hypothèse.  Donc  n{  est  de  la  forme  \  h  -+- 1,  arpair.  Si  x  >  o, 
on  penl  changer  son  signe  sans  troubler  les  congruences  (mod/j); 
donc,  dans  ces  cas,  /  est  une  racine  double  ou  multiple;  /  est  en  effet 
racine  multiple  s'il  existe  plus  de  quatre  solutions  de  l'équation  indé- 
terminée ./ •■  -h y2 n{  =  h  en  nombres  premiers  entre  cu\. 

\iicuu  module  de  la  seconde  espèce  ne  satisfait  à  nos  équations.  En 
effet,  d'après  (28),  on  aurait 

R,=  ^-±^  -+-y6,  =  :±:i,  S(=ya,  =  2  (mod/j), 

R',s-yc,S±i,  S^^-yb^+i: 

doue  y  serait  impair;  or  on  trouve  H,  —  S\^y{2.bt  + 1),  ce  qui  esl 
impossible,  II,  —  S(  devanl  être  pair. 

Par  ce  qui  précède  il  est  démontré  que  les  racines  de  l'équation 
/ 1  /"  /.  >  :  o  sont  les  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  première 
catégorie  dont  les  degrés,  nécessairement  de  la  forme /j//  -h  1,  vérifienl 
l'équation  n  =  x2 -\- y~ /in  x  et  vêlant  premiers  entre  eux,  a; pair,  ei 
pour  lesquels  le  nombre  btc{  satisfaite  la  congruence 

/>,  e,  =  bc  -h  X  (  iuod  '|  ), 

iss le  (  33).  Parmi  ces  racines  les  modules  du  degré  n  seuls  sont  des 
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racines  simples.  Si  Ton  a  calculé  préalablement  les  équations  des  mo- 
dules de  première  espèce  et  de  première  catégorie  des  degrés  \h  -1-  1 
inférieurs  à  n,  011  peut  obtenir  l'équation  relative  au  degré  //  par  de 
simples  divisions;  dans  ce  cas,  on  remarquera  qu'il  faudra  alterner  le 
signe  de  i  dans  les  équations  des  degrés  inférieurs.  On  trouve  donc 
finalement  deux  équations  en  A-, 

V(ik)  =  o,  F(—  ik)  —  o, 

équivalentes  à  une  seule  équation  en  k2 

Ff  (*■)=(>, 

qui  est  réciproque,  et  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers, 
le  premier  et  le  dernier  étant  1.  Les  degrés  de  ces  équations  sont 
égaux  au  double  du  nombre  des  classes  primitives  du  déterminanl 
—  n,  comme  on  le  sait  a  priori.  Les  deux  équations 

F(ibck)  =  o         et  F(rbck)  =  o 

n'ayant  pas  de  racine  commune,  on  peut  conclure  qu'on  aura 

•]/  dénotant  une  fonction  rationnelle  à  coefficients  entiers,  qui  est  iden- 
tiquement la  même  pour  toutes  les  racines  de  l'équation  F,  (&*)  =  o. 
Si,  par  exemple,  on  fait  n  =  5,  et  qu'on  pose  k  =  itH,  k0  =  v\  l'équa- 
tion modulaire  principale  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(uù  -+-  5  u"  v-  —  5  a"  p*  —  cG y  =  1  (> ir  t 2 (  1  --  u '  p*)2. 
lin  y  faisant  ir  =  \Jk,  P2=  — >  on  trouve 

A0  —  1  o ikr'  —  1 5 k '+  12 ik3  ■+■  1 5 k*  —  1  o ik  —  1  =  0 
OU  bien 

(A-  _  i)*(k*  —  8 ik*  ■+-  2/r  ■+■  8 ik  +  i)=o. 
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Égalante  zéro  le  second  facteur,  on  a  l'équation  F(ik)  =  o;  en  la 
résolvant .  on  Lrouve 


ou 


/,    =  /(  2  ■+-  V  ">  +2\/2+  V''5  j 

^  =  _[i(N/5  +  .)+v/Kv^+0]4. 

G'esl  le  module  trouvé  par  ibel  dans  les  Recherches  sur  les  fonc- 
tions elliptiques. 

De  l'analyse  précédente  on  tire  facilement  une  formule  d'Arithmé- 
tique. Kn  effet,  l'équation  que  nous  avons  décomposée  est  du  degré  Y 
D'autre  pari,  on  obtient  ce  degré,  en  prenant  pour  chaque  valeur 
paire  de  /•,  figurant  dans  l'équation  n  =  x2 -hy2nn  le  nombre  des 
classes  de  formes  quadratiques  du  déterminant  —  (n  —  a?2),  dans 
lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  coefficients  a,  h,  c 
sonl  premiers  à  //,  multipliant  ce  nombre  par  2  si  x  =  o,  et  si  //,  =  1 
1  puisqu'il  11  \  a  qu'une  seule  valeur  de  A'  de  la  première  espèce  et  de 
la  première  catégorie  du  degré  1  ),  par  \  dans  les  autres  cas,  et  faisant 
la  somme  (\<^  produits  formés.  On  peut  conserver  le  facteur  \  dans  le 
cas  où  //,  =  1,  si  Ton  ajoute  à  \  la  correction  nécessaire.  Pour  écrire 
la  formule,  désignons,  pour  un  moment,  par  F4(m)  le  nombre  des 
classes  du  déterminant  —  m  où  les  Mois  coefficients  n'ont  pas  un  même 
diviseur  commun  avec  //,  et  désignons  par  20,(7/)  le  nombre  des  solu- 
tions de  l'équation  n=  \.i---\-y'1  en  nombres  premiers  entre  eux:  la 
correction  à  ajouter  sera  o,(//  ),  et,  par  suite,  on  aura,  en  supposant 
//  =  4  h  -4-  1 , 

2F,(/i)-h4Fl(/i-22)-h  iFl(/i-42)-h...=  N-h<p<(«). 

Vu  fond  cette  équation  ne  diffère  pas  de  celle  qu'on  obtient  en  ajou- 
tant les  formules  V  el  \  I  de  M.  Kxonecker  {Journal  de  Crelle, 
t.  57,  p.  249)5  ''I  faisant  m  \  (inod/j).  On  trouve  des  corollaires 
analogues  dans  tous  les  cas  que  nous  axons  à  considérer  dans  la  suite: 
dans  un  Mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus,  1.  L,  le  P.  Jouberl  en 
a  développé  plusieurs.  Nous  les  passerons  ordinairement  sous  silence. 
pour  \  revenir  dans  un  paragraphe  spécial. 
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11.  Modules  de  la  première  espèce  cl  de  la  première  catégorie 
d'un  degré  de  la  forme  L\h  —  i.  —  On  a  a  =  o(mod4),  b  el  c  sont 
impairs;  par  suite  les  congruenecs  (29)  deviennent 

/•,  =  &  =  ±i,  .ç,  =  o,  r\  =  c  =r.  ±  1 , 

s',  =  6  =  ±i,  (mod.4), 

et,  par  conséquent,  on  a 

b—l 

s/k=i-b'yk0,         e'  =  (-i)  2  , 
d'où 

JkJF^  ibck,         z0  =  ibsfc,         A(is/!nO)  =  (—iylY. 

En  substituant  dans  l'équation  modulaire,  on  obtient  une  équation 
en  A,  qui,  en  vertu  de  l'équation  (32),  prend  la  forme 

/(***)  =  0. 

Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  ibck  sont  des  nombres 
entiers,  le  premier  et  le  dernier  étant  égaux  à  une  même  puissance 
de  2.  L'équation  admet  la  racine,  en  général  multiple ,  k  =  o,  mais 
elle  n'est  pas  satisfaite  par  A  =±  1.  Quant  aux  autres  racines,  on  a 
des  résultats  complètement  analogues  à  ceux  du  numéro  précédent. 
Finalement  on  trouve  les  équations 

F(i**)  =  o,         F,(A-2)=o, 

qui  ne  sont  satisfaites  que  par  les  modules  du  degré  n\  la  seule  diffé- 
rence est  que  le  premier  et  le  dernier  coefficient  sont  une  même  puis- 
sance de  2.  Cependant,  si  n  est  de  la  forme  %h! -\-  3,  celle  puissance 
de  2  disparaît  comme  diviseur  commun  à  tous  les  coefficients,  de  sorte 
que  dans  ce  cas  le  premier  et  le  dernier  coefficient  de  F,  (A2)  devien 
nent  1.  C'est  ce  que  nous  démontrerons  plus  tard. 
Exemples.  —  Pour//  =  3  l'équation  modulaire 

//'  —  r'*  4-  2«p(i  —  1rs''1)  =  0 
Journ.  de  Math.  (ï  série),  lome  III.  -  Fasc.  II,  1  '!) 

/ 
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doi ,  en  chassant  les  puissances  impaires  de  «cet  faisant  ir=\!~k, 

e2  =  y/k0  -    — 

lr  -  by/F  Jk\  -+-  6M0  -  4  V7*  <Jk0  -h  k\  =  o; 

m  \  faisant  y//ri  =  *v*i  °"  a 

/,A(/r+  /A  —  i)  =  o; 
le  dernier  facteur  donne  pour  les  modules  du  degré  3  les  deux  valeurs 

ici 

fr>=i(i±iy3)=éf 8. 

Pour  //  =  7,  l'équation  modulaire  est 
En  j  faisant  p  =  u  \7,  w2  =  y/A-,  on  a 

[*«_,_  (yfisjk  -  or]  [*>"- 1 + g/»  y*  -  o 4] = o 

ou  bien,  m  chassanl  les  radicaux, 

ï  A ( A-'  -  ik  -i)2(\  A2  +  /A-  -  4)  =  o. 
Le  dernier  facteur  donne,  pour  les  modules  du  degré  7,  l'expression 

*»  =  [J(î±3Vt)]'. 

12.  Modules  il»'  le  seconde  espèce  du  déterminant  — //.  —  De 
l'équation  modulaire  répondant  à  La  transformation  principale  du 
degré  n  =  (\h  —  1,  on  peut  tirer  tons  les  modules  de  la  seconde  espèce 

du  déterminant  —  »,  c'est-à-dire  du  degré— 7— -En  faisant  ./•  =  o, 

>'  =  2  et,  remplaçant  i»—  1  par  //,  les  équations  (10)  donnent 

l'y'»  .  2(0  =  (2  b  +  I  )  2  (.0  -h  2  «  to', 
/\  //  .     (0   =—  2  .C  2C0  —(-ib  H-  l)(x)', 

//       '1  </r  —  (2Ô+  r)a. 
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On  fera  donc 

^=^  =  30  -h 1,  si  =  iaJ  r'(  =  2C         (mod4). 

La  première  catégorie  n'existe  que  si  n  est  de  la  forme  8/i  —  i;  de 
plus  a  est  pair,  et  par  conséquent  st  est  divisible  par  4  ;  on  a  donc 

d'où 

v//T0  =  (-i)y/f,         e,  =  ?***0»i         Hi\'nfi)  =  (-i)bY. 

En  substituant  dans  l'équation  modulaire,  on  obtient  une  équation 
de  la  forme 

/K-i)<â-]  =  o 

(32),  dont  les  coefficients  sont  des  entiers,  le  premier  et  Le  dernier 
étant  égaux  à  une  même  puissance  de  2.  Elle  admet  évidemment  les 
racines  k  =  o  etk  =  (—  i)c;  mais  elle  n'est  satisfaite  par  aucun  mo- 
dule de  la  première  espèce;  en  effet,  les  équations  (27)  et  (29)  don- 
neraient 

S1=y<z1==o,  R\==yc{,         R'(S',  =  2c         (mod4). 

Or.  S,  étant  pair,  S\  serait  impair,  et  par  suite  \i\=yrl  serait 
pair;  donc,  <2,  et  c,  n'étant  pas  tous  les  deux  pairs,  y  serait  pair,  ce  qui 
rendrait  impossible  la  relation  x2-t-y2nt  =n.  Pour  les  modules  de  la 
seconde  espèce,  satisfaisant  à  l'équation  trouvée,  on  doit  avoir  |  équa- 
tions (28),  (29)] 


et  (n°  8) 

S,  =  o,         R'4S'<  =  2c. 

S  étant  pair,  R,  et  S',  seront  impairs;  or,  ayant 

|{,  -+-S',=    y(-ib,  -t-  1  ). 


(mod4), 
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y  el  par  suite  #  seront  pairs.  En  remplaçant  \n{  -  i  par  »,,et  faisanl 
parsaite  //,  =  \aKcK  —{ib{  h-  i)2,  on  a 


?) +  (£» 


d'où  l'onc lui  que  -est  pair,  ^impair;  par  suite  a,  sera  pair,  re.de 

la  forme  8A  -  i  :  donc  enfin  ^  est  divisible  par  ',.  L'équation 

f[(-iYk]=o 

admel  donc    co le   racines,    outre  o  eL  (—  i)c,  les  modules  de    La 

seconde  espèce  el  de  la  première  catégorie  dont  les  déterminants  —  /*, 
satisfont  à  la  relation  n=  iGl2 -h  rf  nn  \  et  y]  étant  premiers  entre 
eux,  pourvu  toutefois  qu'on  détermine  le  signe  de  chaque  module 
conformément  à  la  congruence  c,  =  c  (mod2).  Si  £>o,  son  signe  est 
arbitraire  :  donc  les  modules  du  déterminant  —  n  seuls  sont  des  racines 
simples.  En  les  isolant,  on  obtient  une  équation  en  A-,  F[(—  i)ck]  =  o, 
,'i  coefficients  entiers,  le  premier  et  le  dernier  étant  une  même  puis- 
sance  de  2.  On  a  donc  une  seule  équation  en  k2.  D'ailleurs  ces  équa- 
tions -<»ni  réductibles,  comme  on  le  verra  plus  bas. 
Pour  n  =  7,  l'équation  modulaire  est 

(m8  —  i)(V  —  1)  —  (uv  —  1  )s  =  o  ; 

au  lieu  de  faire  Ma=pa  après  avoir  chassé  les  puissances  impaires 
de  m\  taisons  simplement  u  =  v,  ce  qui  d'ailleurs  modifie  la  multipli- 
cité de  la  racine  w2  =  o;  on  trouve 

[u9-  1  4-O2-  i)4]|>8-  1  -(u2-  l)4]=o 
ou  bien 

112 (il-  —  1  )~(u''  —  a2 -h  i)('2iiH  —  a2  -\-  1)  —  o. 

Par  conséquenl  les  carrés  des  modules  de  la  seconde  espèce  et  de 
la  première  catégorie  du  déterminant  —  7  sont  compris  dans  les 
expressions 

ft>=[i(.±«77)]',      /,'  =  [;(>  ±'V?]'- 
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On  a  les  mêmes  valeurs  de  A-2  en  faisant  u  =  —  v. 
Dans  la  seconde  catégorie  a  est  impair;  c  est  pair  ou  impair  suivant 
que  n  est  de  la  forme  8  h  —  i  ou  8  h  -f-  3  :  donc  on  a 

*,  =  2,         r,  =  -^-         (mod4), 

ce  qui  donne 
vAoN/A=(-i)  4  ,  t0=iib^ks/n,         X(iV»0)  =  (-i)»lY. 

En  substituant  la  valeur  de  y//r0  dans  l'équation  modulaire,  on  obtient 
une  équation  en  A2  [équation  (32)] 

/(*')=  o, 

qui  est  satisfaite  par  k2=  i  seulement  si  n  =  8h  —  \,  mais  qui  n'est 
jamais  satisfaite  par  A2  —  o.  Au  reste,  elle  admet  pour  racines  les  carrés 
des  modules  de  la  seconde  espèce  et  de  la  seconde  catégorie  dont  les 
déterminants  —  7i{  vérifient  la  relation 

a  =  i6£2  ■+-  rfnn 

\  et  y]  étant  premiers  entre  eux,  les  modules  du  déterminant  //  seuls 
étant  des  racines  simples.  En  débarrassant  l'équation  f(k2)=  o  de  la 
racine  A2  =  i  et  des  racines  doubles  ou  multiples,  on  trouve  finalement 
une  équation  en  A2,  réciproque,  à  coefficients  entiers,  dont  évidem- 
ment le  premier  et  le  dernier  sont  r. 

Exemples  :  n  =  3.  —  Faisant,  dans  l'équation  modulaire 

u'  —  v''  -+-  2«p(i  —  w2p2)  =  o, 
uv  =  ±  /,  on  a 

w8=p  l\iu*  —  i  =  o, 
ou  bien 

A2+  /i/A-i=o;         d'où         A2  =  -  (2  ±  y/3)2. 
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n  =  7.  —  En  faisant,  dans  l'équation 

(w8-i)08-i)-(w-08=  °> 

hp  =  i,   on  a  seulement  la  racine   double  A-=i;  mais,    en  faisant 
uv  = —  1,  on  trouve 

(  „»__  i)a  +  2sa8  =  o;         d'où      .    m8±i6jV— 1  =  0: 
donc 

*>  =  -±(3±^)4. 

„  =  ,  1 .  _  On  trouve,  en  faisant ,  dans  l'équation  modulaire  uv  —  ±  /, 
u2  =  \fk, 

k<  ±  ^  !j  /A :s  -4-  77  A:4  =f  1 52 iYr3  -  77  k2  ±  44  i7r  -  1  =  o  ; 

d'où,  eu  chassant  les  puissances  impaires  de  k, 

A12  +  2090 Â-'0  —  7G01  A8  -h  1 5i  16 A"  —  7601  A4  -+-  2090  A2  -+- 1  =  o. 

13.   Modules  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde  catégorie 
d'un  degré  impair.  —  Puisque,  dans  les  congruences, 

r,  =  b,  st==a^±  1,    ) 

«±i  z±i       (mocU), 

r\     :(-i)*  c,       s,=(-i)s   b) 
n  et,  par  suite,  s{  sont  impairs,  on  a 

«l'on  Ton  tire,  en  faisant,  pour  abréger,  ÀY  =  u.(s,,0,  A-o)v(£„0,  A„  ), 
Jjr_:-nabi-iab\/k 


£„  =  (-  1»  "    ')N//   1 -+-/"'' y  A)2,        X(iVn6) 
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En  substituant  l'expression  de  \fF0  dans  l'équation  modulaire,  on 
obtient  quatre  équations  répondant  aux  quatre  valeurs  de  a6(mod4); 
mais  il  est  facile  de  voir,  au  moyen  des  formules  (3 1),  (32),  que  ces 
équations  ne  donnent  qu'une  seule  équation  en  k2. 

En  effet,  si  n  =  i  (mod4),  l'équation  deviendra 

$  (  ;-'"'^  -,  *A  =  o, 

et,  si  /*  =  —  i  (mod4), 

\    i  +  iab\fk  / 

Donc,  en  désignant  par 

f(sJk)=o 

l'équation  qui  répond  cà  &  =  o(mod4),  on  aura  généralemenl 

L'équation /(y/À)  =  o  n'est  pas  satisfaite  par  k  =  o,  \/k  =±  i;  elle 
est  satisfaite  par  \jk  =±  i  seulement  si  n  =—  i  (mod4).  On  \oii  aussi 
facilement  qu'elle  n'est  satisfaite  par  aucun  module  de  la  seconde 
espèce.  Pour  les  modules  de  la  première  espèce,  on  doit  avoir 

S ,  =/ #,  =  ±  i         (mod 4  )  ; 

donc  y  et  a{  sont  impairs;  de  plus,  il  faut  que 

R,  S,^ S,  S, ^o; 
d'où 

x  H- y6,=a?  — yôt  =  o         (mod4). 

On  en  conclut  que  2;r  =  o  (mod4),  et  que  par  suite  x  esl  pair  el 
/>,  =  a?(mod4).  Par  conséquent  les  racines  de  l'équation  f(z)=  o  sont 
±  i  (seulement  si  n-=l\h  —  i)  et  les  racines  carrées  des  modules  de 
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lit  première  espèce  el  de  la  seconde  catégorie  dont  le  degré  n{  vérifie 
la  relation  n  =  x'1  -4-  )'2nn  x  ety  étant  premiers  entre  eux,  le  premier 
pair  cl  le  dernier  impair,  et  dont  le  coefficient  b,  est  congru  àa;(mod4.) 
Evidemmenl  les  modules  du  degré  n  sont  seuls  des  racines  simples.  En 
débarrassant  l'équation  des  autres  racines,  on  a  finalement  une  équa- 
tion F(<Jk)  —  o,  répondant  au  cas  où  è  =  o(mod4);  généralement 
on  a 

F(iabsfk)  =  o. 

En  chassant  \Jk  et  les  puissances  impaires  de  k,  on  a  une  seule 
équation  en  A2,  F1(A2)=o.  Remarquons  encore  que,  puisque  deux 
quelconques  des  qualreécpiations  F(±  \k)=  o,  F(±  'VA")  =  o  n'ont 
pas  (!<•  racines  communes,  iab\fk  peut  être  exprime  en  fonction  ration- 
nelle de  lr: 

la  fonction  'l  étant  la  même  pour  toutes  les  racines  de  l'équation 

F,(*«)=o. 

Exemples.  —  Pout/j  =  3,  on  obtient,  en  écrivant  s  au  lieu  de  \ /.'. 
l'équation  suivante 

(  -*-f  i)20"+  8z3-hzz2-  8--+-i)  =  o; 
le  dernier  facteur,  qui  répond  aux  modules  du  troisième  degré,  donne 

Pour  //       *>,  on  trouve 

I  r'J       iz        i  )- 

(*■       i(i:T-i2:i:+  l6*5H-38s4-  i(i;3    -12;2-  i(i;+  i)=o, 

"ii  le  premier  facteur  donne  les  modules  linéaires  de  la  seconde  caté- 
gorie, le  second  ceux  du  cinquième  degré.  Pour  trouver  ces  dernier-. 
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on  peut  faire  z  —  -  =p;  on  a  ainsi 

pA  4-  i6/>3  -  8/r  4-  64y;  -+-  iG  =  (p2  +  $p  +  4)2  -  80/)2  =  o; 

d'où 

/?  =  —  4  —  2y/5  —  4 y/2  4-  y/5, 

—  ^  =  2  +  y/5  H-  2  y/2  -+-  y^5  4-  y/2~ï  \/l  V  4  "H  2  V '  J  H-  2  y/2  H-  y/5 
=  {[4  -f-  2  y/5  4-  3y;2  4-  y/Tô  +  (4  4-  y/ô  -h  V/T^)y/2  4-y/5j. 

14.  Modules  de  la  seconde  espèce  d'un  degré  impair.  —  Le  de- 
gré n  étant  donné  par  la  relation  n  =  ac  —  b(b  4-  1),  a  et  c  sont  im- 
pairs. On  peut  employer  à  volonté  le  premier  ou  le  second  des  deux 
systèmes  (9);  si  l'on  choisit  le  premier,  on  a 

;•,  =  b  4- 1 ,  s,  =  a  =  ±i,    \ 

«+i  2±î         (mod  '|  ): 

'•;^(-o2  ^     *;=(-o2  0  ) 

donc  on  doit  faire 

—          .        ,  1  _  i«(6+1K/7 
y  n  0  —  Z  —  » 

i  4-  ««'(*+'   \  /, 

,  _  2  i* 

-  A  +  i\Jt\  n  —  1  ,A  ae'Y 


1  +  A(Y)-  l*«a*/f0Y» 

On  en  tire,  pour  n^r^i  (mod4), 


\fk„  __  ■„        1  —  *«(*+«i  /, 


y/ A-  « «(»+»)  y/#  4-  i««<*+«  /, 

et,  pour  //    =  —  f  , 

N       V  H-i«<*-i>0| 

Journ.  de  Math.  (\-  série),  tome  III.  —  Fa  se.  II,  1887. 
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Donc,  en  vertu  des  formules  (3i)  et  (32),  on  a  une  équation  de  La 
forme 

(34)  f[i«b+»y/k,ia]=0, 

le  polynôme  f(z,  i)  étant  le  môme  pour  tous  les  cas  appartenant  au 
même  degré. 

Si  l'on  emploie  le  second  système  (9),  on  trouve 

r{      A,         -9=(-  i/^-hi); 
on  est  ainsi  conduit  à  l'équation 

(35)  f(i«\k,i-a)  =  o1 

qui,  par  conséquent,  est  satisfaite  par  les  mêmes  valeurs  de  \Jk  appar- 
tenanl  au  degré  n  que  la  précédente. 

En  chassant  le  radical  \fk  et  les  puissances  impaires  de  h,  on  obtient' 
donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  6,  une  même  équation  en  A2,  qui 
semble  contenir  encore  ia\  mais  on  verra  tout  à  l'heure  que  ia  dispa- 
raît avec  A. 

Cherchons  les  racines  de  l'équation  (34).  Evidemment  elle  n'esl  sa- 
tisfaite par  aucune  des  valeurs  \fk  =  o,  ±1,  ±i.  Elle  n'est  pas  non 
plus  satisfaite  par  des  modules  de  la  première  espèce;  c'est  une  consé- 
quence de  ce  que  les  nombres  /-,,  s\  sont  de  parités  contraires.  Pour 
que  le  carré  d'un  module  dr  seconde  espèce  satisfasse  à  l'équation  (34), 
il  faut  évidemment  que,  dans  l'équation  (28),  at,  c,,  x  et  j' soient  des 
nombres  impairs,  x  et  y  premiers  entre  eux.  Réciproquement,  si  ces 
conditions  sonl  remplies,  el  si  le  degré  n{  du  module  vérifie  la  relation 

\"  =a?aH-y2(4/i, -1), 

on  peut  déterminer  les  signes  de  /  et  y/,  de  sorte  que  yj'l  soit  une  ra- 
cine de  l'équation.  En  effet,  les  autres  conditions  à  remplir  sonl 

■t-z — ",      "J'y      a(b      m,        -*- — a,  —  a(b,^i—  ab     (mod4) 
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ou  bien 


x 


^yaan         &,  =  a<2((6  -+-  i  ) 


XV  -+-  I 


or  on  satisfait  à  ces  congruences  en  choisissant  arbitrairement  le  siffne 
de  y,  déterminant  le  signe  de  x  par  la  première  congruenec,  et  la  va- 
leur de  bx  (mod4)  par  la  seconde.  Cette  dernière  détermination  es! 
possible  sans  changer  Z2  ni  an  et  la  valeur  de  \ll  se  trouve  par  Là  com- 
plètement déterminée.  Puisque,  le  signe  dey  étant  choisi,  celui  de  x 
est  déterminé,  la  multiplicité  de  la  racine  \fl  est  égale  au  quart  du 
nombre  des  solutions  de  l'équation  [\n  =  x2  -hy2(^nt  —  i)  en  nombres 
premiers  entre  eux. 

En  cherchant  de  la  même  manière  les  racines  de  l'équation  (35), 
on  trouve,  en  désignant  par  x'  et  b\  les  valeurs  de  x  et  de  b{  qui  s'y 
rapportent, 

x'=  —  yaax      (mod4); 
d'où 


x  = 


x,         t'^flfl^  +  iJH - =  aat(b  -+-  i)  —  ^L — -      h, 


Il  s'ensuit  que  les  équations  (34),  (35)  ont  les  mêmes  racines,  et, 
comme  d'ailleurs  leur  degré  2N  est  divisible  par  4,  excepté  pour  n  =  i , 
les  deux  polynômes  formant  les  premiers  membres  sont  identiques,  à 
cette  exception  près. 

En  faisant  b  =  —  1 ,  on  trouve 

f(sIk,ia)=f(ir«fk,i-«); 
d'où  l'on  peut  conclure  qu'on  a 

/VA-,  /«)  =  ?(/r)  -+-  (1  +  ia)k>Jk9{(k«-) 

■+-  iak^{k2)  -h  (1  -  fn)\ko,(/r  i. 

9,  o,,  <p2,  <p3  dénotant  des  polynômes  à  coefficients  entiers;  de  |>lus.  !«• 
premier  et  le  dernier  coefficient  de  cp ( /f 2 )  sont  égaux  à  1 .  comme  il  esl 
facile  de  le  voir.  Pour  n  =  1 ,  on  a 

A- -Mi  +ifl)\fi-ifl=o. 
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En  chassant  sjk,  on  obtient  une  équation  de  la  forme  f,(iak)  =  o,  et 
on  chassant,  de  plus,  les  puissances  impaires  de  A,  une  équation  de  la 
forme  f2(k*)  =  o,  où  i  a  disparu. 

Les  équations  trouvées  n'ont  pas,  comme  celles  des  numéros  précé- 
dents, la  propriété  que  les  modules  du  degré  n  sont  les  seules  racines 
simples;  mais,  si  Ton  connaît  déjà  les  équations  répondant  aux  degrés 
inférieurs  à  //,  on  peul  débarrasser  les  équations  des  racines  étrangères 
par  une  série  de  divisions.  En  considérant  spécialement  l'équation 
/(0t,  0  =  o,  qui  répond  àfl  =  -^i  (mod4),  on  feraa?=yan  ou 
bien,  puisque,  d'après  ce  qui  a  été  dit,  il  suffit  de  prendre  a,==i, 

x=y,        bt  =  --^ — 

Ou  obtient  ainsi  finalement  une-équation  F(y//V,  i)  =  o,  qui  n'est  sa- 
tisfaite que  par  les  modules  de  la  seconde  espèce  du  degré  n\  on  en 
déduil  une  équation  en  k,  Ft(ik)  =  o,  et  enfin  une  en  k2,  F2(A2)  =  o; 
il  esl  facile  de  voir  que,  dans  cette  dernière  équation,  le  premier  et  le 
dernier  coefficient  sont  i.  On  voit  aussi  que  (i  —  ia)\fk  s'exprime  en 
fonction  rationnelle  de  A2,  et  que  généralement,  sans  aucune  hypothèse 
sur  les  valeurs  de  a  et  de  b,  on  a 

la  fonction  rationnelle  ty  étanl  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  ces 
nombres. 

Exemple.  —  En  faisant,  dans  l'équation  modulaire  répondant  à 
n  =  3, 

A-2  —  4  sj¥  yj¥0  4-  6/V/V0  -  i  s  k  v  ¥9  +  kl  =  o, 


\fko  =  —  i  - 


y* 


i  -+-  s/A" 

el  écrivanl  ;  au  lieu  de  \  A,  on  trouve 


;H  -h  4(i  4-  i>'      8iV  4-  /,(«  —  i)z" 

-t-  i  |  r  •        i(l-f-  /)33H-8/^2-  i(l  —  l)s  +  l  =0. 


MULTIPLICATION    COMPLEXE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  I  53 

Puisque 

4.3  =  324-i2.3, 
ou  a 

y  =  *, 

donc  on  doit  prendre 

o             /          —  3  h-  I 
x  =  —  J,  b(= =  i, 

2 

c'est-à-dire  qu'il  faut  diviser  l'équation  trouvée  par 

z2  —  (i  -h  i)z  —  /, 
ce  qui  donne 

z6  +  5(i  -h  /')^5  +  3iV  —  4(i  —  i)z*+  3s2  —  5(i  +  /).s  4-z'=o; 

en  chassant  les  puissances  impaires  de  z  et  écrivant  k  au  lieu  de  ;2. 
on  retrouve  l'équation  du  n°  12. 

Le  corollaire  d'Arithmétique  qu'on  peut  tirer  de  ce  qui  précède  est 
des  plus  simples;  en  égalant  le  degré  de  l'équation  F2(A2)  =  o  au 
nombre  de  ses  racines,  on  trouve 

F,  (4n  -  i )  4-  Ff(4#i  -  32)  +  Ff(4n  -  52)  +  . .  .=  N. 

Dans  cette  formule,  n  désigne  un  nombre  impair;  F,  a  la  même  signi- 
fication qu'au  n°  10,  seulement  on  ne  doit  compter  que  les  classes  dans 
lesquelles  l'un  au  moins  des  coefficients  extérieurs  est  impair. 

15.  Pour  les  degrés  pairs,  le  nombre  N  des  transformations  qui  ae 
se  déduisent  pas  linéairement  les  unes  des  autres  est  exprimé  par  la 
même  formule  que  pour  les  degrés  impairs,  c'est-à-dire  qu'en  faisant 

2,  qn  q2j  . . .  étant  les  facteurs  premiers  de  n,  on  a 

N  =  ï*-i.3qP>-l(qf-i-i)qli-l(q,-h  [)...; 
mais  on  sait  que  les  N  modules  correspondants  ne  sont  pas,  comme  pour 
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les  degrés  impairs,  racines  d'une  même  équation  irréductible.  Il  faut 
d'abord  distinguer  le  cas  où  le  nombre  o  [équat.  (20)]  est  pair  de  celui 
où  S  est  impair,  et  Ton  vérifie  sans  peine  que,  des  N  transformations 
linéairement  indépendantes,  un  tiers  répond  au  premier  cas,  les  deux 
tiers  au  second. 

Cas  I  :  Si  0  est  un  nombre  pair.  —  Pour  avoir  les  équations  modu- 
laires l.s  plus  simples,  nous  choisirons  les  transformations  principales 
mi  peu  autrement  que  pour  les  degrés  impairs. 

En  désignant  par  S' le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  r  . 
s',  qui  figurenl  dans  l'équation  (18)  du  n°  8,  nous  ferons 

r'—p'o,  .v'=cr'o',  //'  =  p.v'  —  r' n  =  l'izn'—  p'c)  =  l' n"  : 

d'où 

//  =  oo'n". 

En  remplaçant  les  équations  (21)  par  les  suivantes 

u,p  —  ma  =  /', 

—  |xp'  -+■  m  g'  =  1 , 
l'expression  (19)  devient 

-,  /,        8'.2ci)-M'8io'\            .  .          .  /,        n' 
A I  0  h J     ou  bien     A   Oh 

en  posant 

û'=  &'.2W  -4-  t'  GCO'. 

Comme  au  n°  8,  nous  pouvons  rendre  /'premier  à  §';  les  valeurs 
de  l'expression  (19)  peuvent  donc  être  écrites  sous  la  forme 

*(0  +  *§■)>  ,)1'1  /?  =  0,I,2,  ...,(«  —  l). 

De  plus,  nous  choisirons  le  signe  de  S' de  manière  à  avoir  c'  =1  (  mod  \  ). 
Cela  posé,  nous  prendrons  pour  transformations  principales  celles  qui 
sont  définies  par  les  équations 

(    6«.     û>'        -     S'.20)„. 
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En  faisant 


"i     i  — *2X2(8)X*(£q'J 
on  est  conduit  aux  formules  suivantes 

n 

H-(-*)'T(«) 


2  / 


i-(-/c)Jo(0) 

(37)  '!  s    /-, 


A,,  = 


L'expression  of  —  Q'J    est  une  fonction  rationnelle  des  quantités 
X* (£ ") >  °r  X* (ï  S fi')  ou  *' (fQ')  est  é°al  a  '  si  T  cst  Pair' 


niais 


égal  a  -^  si  ■ —  est  impair. 
Donc,  en  faisant 

**(ï«)=/I>*(»)]. 

les  quantités  \2(  —  Q'J  sont  racines  de  l'équation /(a?)  =  i  dans  le  pre- 
mier cas,  mais  de  l'équation  /(oc)  =  ^  dans  le  second;  par  suite,  les 
équations  modulaires  sont  différentes  dans  les  deux  cas. 

Si  maintenant  n  est  impairement  pair,  -  et  n"  sont  impairs;  le  nom- 
bre t\  n'étant  déterminé  que  par  rapport  au  module  n'\  peut  être 
choisi  pair  ou  impair  à  volonté.  Nous  le  supposerons  pair;  l'équation 
modulaire  principale  sera  donc  déterminée  par  les  équations 


9.  Il 
2  n 


*($»)-., 
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on  a  ainsi  une  équation  en  k0  du  degré  {N,  dont  les  coefficients  sonl 
des  fondions  rationnelles  de  k  à  coefficients  entiers.  La  première  des 
équations  O7)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 


(38)     ^.9.*.)=i^jl 


l,"Ki^]['""*(^a')x,','r 


en  employanl  celle  équation,  le  multiplicateur  £0  est  complètement  dé- 
terminé, 


1     »  ,    m^  "M 


111 


dans  l'équation  (3^),  son  signe  est  arbitraire. 

En  faisant  abstraction  du  facteur  £0,  les  coefficients  du  second  membre 
de  (38)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A-  et  de  k0  à  coefficients  cn- 
tiers,  tandis  que  s0  est  égal  à  une  telle  fonction  multipliée  par  /. 

Si,  au  contraire,  n  est  divisible  par  4,  -  peut  être  pair  ou  impair,  et, 

dans  ce  dernier  cas,  //'  est  pair,  et,  par  suite,  /'  est  impair.  On  a  donc, 
pour  les  valeurs  pairement  paires  de  //,  deux  équations  modulaires 
principales,  définies  par  l'équation 


1  -  A2  o  (  —  il' 
kn  = 


avec 


'  +  **(£*) 

A2(^Q')  =  ,         ou         a^L 


/,-' 


Nous  appellerons  la  première  l'équation  modulaire  [a,  la  seconde 
l'équation  I  A;  leurs  coefficients  sont  évidemment  des  fonctions  ration- 
nelles de  k-  à  coefficients  entiers. 
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(  )n  a,  dans  les  deux  cas, 


X(t.9,*.)  =  «.*Wl*W»W 


<  3g  ) 


X 


4        ' 


2  (  ^  <>' 


',-*.v(£q-)xm 


n 


[■ 


X»(6) 


et,  de  plus, 

•.='['+*î?(à0')" 


2/J 


ems* 


f?P±io- 


*n.(^a')x.(») 


pour  le  cas  la, 


&+*i&*) 


ILHi« 


ipfë1* 


pour  le  cas  1  A. 


En  désignant  pour  un  moment  par  2W,,  a/,  un  couple  de  périodes 
elliptiques  appartenant  au  module  —  A0,  on  peut  faire 


2C0„  =  2  CD, 


(O 


'  =  o'.2w)  +  to'  ; 


d'où 


2  0>  =  (£  -f-  H   û)0.2W,  +  0W   CD, , 


0)    =  —  Ô  .  20D 


De  ces  équations  on  conclut  que,  lorsque  -  est  impair,  —  k0  ne  sa- 
tisfait pas  à  l'équation  modulaire  1,  puisque,  dans  ce  cas.  /'-  //  S  esl 
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impair;  par  conséquent,  cette  équation  contient  des  puissances  im- 
paires de  /.„.  Au  contraire,  si  ~  est  pair,  les  équations  modulaires  la  et 
\b  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  A0.  De  plus,  en  dé- 
signant par  il"  la  nouvelle  valeur  de  Q',  on  a 


d'où 


de  sorte  que  les  formules  (38),  (39)  ne  sont  pas  altérées  quand  on 
change  le  signe  de  A0.  Donc,  abstraction  faite  du  facteur  e0,  les  coeffi- 
cients des  seconds  membres  sont  des  fonctions  rationnelles  de  k  et  de 

k'1  si  n  esl  impair,  de  A2  et  de  U\  si  -  est  pair;  e0  est  évidemment  de  la 
forme  i<|/(  A,  kl)  si  -  est  impair;  mais,  si  -  est  pair,  il  est  des  formes 
ity(  A-,  k\  )  ou  4 '|(A'2,  A"),  suivant  (pic  la  transformation  appartient  au 
cas  \a  ou  au  cas  1/;.  II  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  ces  dernières 
transformations  se  déduisent  Tune  de  l'autre,  en  remplaçant  A  par  -  • 
Voici  les  équations  modulaires  dans  les  cas  les  plus  simples  : 


n  =  2, 


/.  _  •  -  * 


n  =  4 


équat.  I  a  :  k \  =  h'1  ;   équat.  1  b  :  A2  k'2  -+-  A'2  =  o  ; 
//  —  (S équat. la :&*/r*  =  i(>A'2A'(1';   équat.  1  b:k\-±-  i()A'02A2A'2=  <>. 

(as  II   :  Si  0  e.sV  impair.  —  Nous  poserons,  dans  le  reste  de  ce  nu- 
méro, 

//  =  2*/l0, 

//n  étant  impair,  et  nous  désignerons  par  A0  le  module  qu'on  déduit  de 
A  par  une  transformation  principale  du  degré  «0  et  généralement  par 
A,  celui  qu'on  obtient  par  une  transformation  principale  du  degré  2r/ie, 
Comme  pour  les  degrés  impairs,  nous  définissons  la  transformation 
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principale  du  degré  n  par  les  équations 

i    Zn.2Cû  =  3.2(0,,, 

{  £w .    co  =  —  / .  2  cou  -h  /^  a),!  ; 

nous  supposons  le  signe  de  o  défini  par  la  congruence  S~i  (mod4), 
et  nous  faisons  /.2co  -h  oco'  =  Q.  Cela  posé,  on  a 

i_  a»x»(£û)x«(6) 

x(a,  *«)  =  t.x(e)U-         y»  /       - , 

^  _  '         tt       y*  / V   a/t     /    y-2      2» 

\  2         i  n    J  \     i/i        J  \n    J       \i         in    J 

où  il  faut  donner  à  p  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . .,  ( i  ). 

Le  module  transformé  kn  est  lié  à  A-  par  une  équation  algébrique 
entre  h\  et  i'^k,  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Pour 
le  démontrer,  posons 

(    £0.20J   =00.2tO0, 

(    £0      W  =-f0.2W0+  «0(O0, 

où  n0=  £„//„,  o0^i  (mod4),  'o  premier  à  o0  et  divisible  par   ï  :  soit, 
de  plus, 

(    e'.2û)0=  20J(, 

(    £'       0)fl  =  —  M.  20),  -I-  2(0,. 

On  en  tire 

1  'V  A'-7T7^ 
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£„£'.  2(0  =  00.20),, 

£„£'    •  0)'=-  (/„  +  m/l0)2O),  4-  2/l'0O)'r 

Ces  équations  définissent  une  transformation  du  degré  2//n  apparte- 
nant au  cas  que  nous  considérons;  en  les  comparant  aux  équations (4o), 


ou  a 


tc  =  i ,         l  =  tQ  -+-  mri0==  mn'0         (mod/j )  ; 


l'équation  modulaire  entre  A-,  et  \k  s'obtient  en  éliminant  \Jk0  entre 
l'équation  (43)  et  l'équation  modulaire  principale  appartenant  au  de- 
gré n0  __ 

Jo(\/ko,sJk)  =o. 

(  )r  il  suit  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  9  qu'on  a 

J0{ï'"\jT0,ïn"°sfc)  =  o, 

donc  l'élimination  de  \Jk0  donnera  une  équation  de  la  forme 

/,(Ar„i °\/k)=f<(k„ityfk)  =  o, 

ee  qui  démontre  l'assertion  faite  plus  haut  pour  le  cas  où  *  =  i.  11  est 
à  remarquer  que,  pouriï  =  i,  il  suffit  de  distinguer  deux  cas  au  lieu  de 
quatre,  en  se  bornant,  par  exemple,  à  faire  l  o  et  £=i(mod4), 
puisque,  en  changeant  le  signe  de  \A,  on  ne  fait  que  changer  celui  de 
A ,,  de  sorte  que  les  deux  autres  cas  se  déduisent  de  ceux-ci  par  une 
transformation  linéaire. 

Pour  achever  La  démonstration,  on  n'a  qu'à  faire  subir  au  module  A, 
une  série  de  transformations  successives,  définies  par  les  équations 


1  '     '   2(Jij  =  2W;H, 


Bc/+«: 


(0,       -    20); 


kJ^  -  ITT/ 
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et  qui  n'allèrent  pas  la  valeur  de  £(mod4)-  H  est  facile  de  voir  que 
l'équation  finale  est  du  degré  ^N  en  A^,  et  qu'à  partir  de  tc  =  2  elle  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  kv. 

En  chassant  \/k  et  les  puissances  impaires  de  /c,  on  obtient  une  équa- 
tion en  kl  et  A-2,  qui  a  la  propriété  de  ne  pas  être  altérée  en  changeant 
kn  et  k  respectivement  en  A',  k'v.  Soient,  en  effet, 

F* ( K,  k-  )  =  o ,         F0  ( k] ,  A-2 )  =  o ,         <pîï( kl,  k2 )  =  o 

les  équations  entre  les  carrés  des  modules  appartenant  respectivement 
aux  degrés  21T/z0,  n0  et  2U;  on  trouve  d'abord 

<?i(k-,k2)  =  k''tk'*-i6k'ïki, 

ce  qui  démontre  la  proposition  pour  /i  =  2.  De  plus,  l'équation 
y„(kl,  k2)  =  o  résulte  de  l'élimination  de  An  A2,  ...,  Av_i  entre  les 
équations 

^l^«-i=,6^'*^i-i»       K-i^-i=1^^n-i^l-3j      •••>      A;A"'  =  i6AyA-2: 

or,  en  changeant  Ay-  en  A4-/5  ces  équations  sont  reproduites  dans  l'ordre 
inverse;  d'où  l'on  conclut  qu'on  a 

?7t(A-V42)  =  o: 
donc  la  proposition  est  démontrée  pour  n  =  271.  L'équation 

F«(k*,h*)  =  o 

s'obtient  en  éliminant  A0  entre  les  équations 

Fo  (£0 >  **)  =  °  1  ?ic ( *i ^  *J  )  =  o  ; 
on  trouve  la  même  équation  en  éliminant  /.  entre  les  équations 

<p„(x2,  A-2)  =  o,  F0(kl,  x2)  =  0 ; 
c'est  ce  qu'on  voit  aisément  au  moyen  des  relations  entre  les  périodes. 
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Mais  ce  dernier  système  entraîne  le  suivant 

F,(x'«,AÏ)  =  o,         <p„(*'2,x'2)  =  o, 

qui  donne  enfin 

F«(*/i>Arï)=o.  c.q.f.d. 

En  désignant  par  N0  le  degré  de  l'équation  F^fc2,,  Ar2)=  o,  par 
y\\(/,^  A-  »  un  polynômeà  coefficients  entiers,  l'équation  F„(*i,  /r)  =  o 
peut  être  mise  sous  la  forme  suivante 

où  les  plus  hautes  puissances  de  Au  et  de  A"  n'entrent  que  dans  le  pre- 
mier terme.  En  effet,  on  a  vu  qu'on  obtient  l'équation  F,  (A;,  k2)  =  o 

en  faisant,  dans  l'équation  F0(*2,x2)  =  o,  x2=  (l,^A.)a  et  chassaul 
les  puissances  impaires  de  &,  c'est-à-dire  qu'on  a 

F, < /.;, *•)  =  (!- «tî F« [*î.  (iw]  F« [*:.  (tEt^'J- 

A';,-^r~ry|5  on  a,  comme  on  le 
voit  aisément,  un  résultat  de  la  forme 

^(i±Ar),*±4Arî*+(*;>  ±  ft)  +  4S' (± *)N?  =  o, 

où  les  plus  hautes  puissances  de  A,  et  de  A  ne  se  trouvent  qu'au  premier 
terme.  En  faisant  le  produit,  on  a 

F,(*2,  lr  I      k»  A ;'"•  +  1A;A2M*((A;,  A2  )  H-  (-  i)N'  i6**'\ 

I  tune  la  proposition  est  démontrée  pourit=  i ,  et  l'on  démontre  aisé- 
ment de  la  même  manière  qu'elle  a  lieu  pour  -  =  m  -+-i,  si  elle  a  lieu 
pour  tï      m. 

Ainsi  le  terme  du  plus  haut  degré  a  le  coefficient  i .  Le  terme  du  plus 
petit  degréa  pour  coefficient  une  puissance  de  i(>;  on  le  démontre  en 
remarquant  que  le  premier  terme  du  développement  de  k%  suivant  les 
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n'— 0     2  /  7C  i      2  0 

puissances  fractionnaires  croissantes  de  k2  est  16  "    e  "'  kn' ,  de  sorte 
que,  pour  les  petites  valeurs  de  k,  on  a 

F„(^2)  =  (1-^)^1(^-16^°^^-...). 

Evidemment  dans  l'équation  entre  k%  et  i*yjk  le  terme  du  plus  haul 
degré  a  pour  coefficient   i,  celui  du  plus  petit  une  puissance  de  i. 

Pour  mettre  l'équation  la  sous  une  forme  semblable,  on  peut  remar- 
quer qu'on  trouve  le  module  transformé  A„  en  posant  k  = l  '  et  fai- 
sant subir  au  module  A",  une  transformation  principale  du  cas  II,  ap- 
partenant au  degré  '27r_l  et  à  une  valeur  paire  du  nombre  /;  on  le 
démontre  aisément  par  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  rapports  des 
périodes.  Il  s'ensuit  qu'on  a  l'équation  cherchée  en  éliminant  /.-,  et  A, 
entre  les  équations 

F__.,  (Ai,  k~  )  =  o,        k.t  = tt7'        "  i  =  ■ 7  î 

or  on  trouve  A!;  =  A'2  :  donc  l'équation  la  est 

F*-*(*îi  A'2)=  o; 
par  conséquent,  si  tt^>2,  elle  peut  être  écrite  sous  la  forme  suivante 

*f  *«*•-*  +  bKk'*  Y^À-J,  A'2)  ±  iG^^'H^  '-*  =  o, 

où  les  plus  hautes  puissances  de  k%  et  de  A- ne  se  trouvent  qu'au  pre- 
mier terme;  évidemment  cette  équation  n'est  pas  altérée  en  échan- 
geant entre  eux  A„  et  A". 

l(i.  Modales  de  la  première  espèce  et  de  la  première  catégorie 
d'un  degré  pair.  —  Puisque  a  est  pair,  b  est  aussi  pair;  d'où  l'on 
conclut  que  c  est  impair,  o  pair.  Par  suite,  il  faut  employer  les  trans- 
formations principales  du  cas  I,  qui  sont  définies  par  les  équations 

£0  .  2  CO  —   ('  0  .  20>„  +  0  «"  <*>'„, 

£       (o'=  —  S'.20)0; 
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donc  les  équations  (24)  deviennent 

t'Si't  4-  o//"/'(       l>-  t'§st  +  o//'.s-'(  =  «,  S'r,  =  c,  o'.ç,  =  h. 

Supposons  d'abord  que  -  soil  impair.  Dans  ce  cas  on  a  évidemment 

a  S  2  (mod  j),  //'  est  impair;  en  se  rappelant  que  nous  supposons 
J'pair,  $'■  =1 ,  on  voit  de  plus  qu'on  a  2r,  ==£=$,  (mod  4).  Si  main- 
tenant b  es\  divisible  par  i.  st  l'est  aussi,  etr\  est  pair;  donc  il  faut 
faire 

(44)         k0  =  k,       s0  =  icsfc,       X(iv^8)  =  (-i)8  Y. 

Si,  au  contraire,  A     =  2  (mod  4), on  a  .v,  =  2,  /*',  est  impair;  par  suite, 

on  fera 

c-i 

l'ai  substituant  dans  l'équation  modulaire  les  valeurs  de  A0,  on 
obtient  deux  équations  en  k.  On  trouve  les  mêmes  équations  en  rem- 
plaçant dans  l'équation  modulaire  en  k  et  en  A0,  appartenant  an  degré  -> 
le  module  transformé  k9  respectivement  par ~, j\  par  snile 

les  premiers  el  1rs  derniers  coefficients  des  équations  sont  ±  1.  On  en 
peut  aussi  conclure  que  si  la  première  des  deux  équations  est  satisfaite 

par  11 odule  /,  elle  esl  aussi  satisfaite  par  —  -.■>  pendant  (pic  la  se- 
conde équation  a  les  racines  —  /,  ~;  donc  les  deux  équations  en  A  ne 

donnent  qu'une  seule  équation  k2.  Aucune  de  ces  équations  n'esl 
satisfaite  par  /,       o,  &  =  ±  1. 

(  iherchons  maintenant  les  racines  Ac^  équations  trouvées.  Pour  que 
les  formules  |  27  )  définissenl  un  module  de  la  première  espèce,  /.  salis- 
faisanl  à  l'une  des  équations,  il  faut  qu'on  ail  (n°  8) 

s.      s',      b    (  mod  \),         \\\>\      r\s\     (mod  2); 
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les  nombres  Rn  S,,  R',,  S',  étant  déterminés  de  la  manière  suivante 

ïSRi-h$n"R'i  =  x-hbiy,         Bf'Ri=ycl1 

/'oS,  -h  Bn"S\  =  yat,  8' S,  =—  x-h  b<y; 

on  en  conclut  que,  pour  la  première  équation, 

x  -h ybt  =  x  —  ybl^^o         (mod  4) 

et,  pour  la  seconde, 

x  -\-  ybt  =  x  —  ybt  =  2, 

et  que/  a,  est  pair,  ycK  impair.  Donc  x  sera  pair,  y  impair,  bt  pair. 
La  relation 

x-  -+-  y2  n,  =  n 

fait  voir  que  n,^  i  et,  par  suite, 

at  =  2         (mod  4)- 

Puisque  bt  =  x  (  mod  4)  pour  la  première  équation,  bt  =  x  -h  i  pour 
la  seconde,  l  appartiendra  alternativement  à  la  première  ou  à  la 
seconde  équation  relative  au  degré  nn  quand  on  donne  à  x  les  valeurs 

o,  2,  4, Evidemment  l  n'est  racine  simple  que  pour  x  =  o.  Enfin  on 

voit  sans  peine  que  les  équations  ne  sont  satisfaites  par  aucun  module 
de  la  seconde  espèce. 

En  se  débarrassant  des  modules  dont  les  degrés  sont  moindres 
que  n,  on  obtient  donc  deux  équations  qui,  en  chassant  les  puissances 
impaires  de  A",  se  réunissent  en  une  seule  équation  en  /r,  dont  évidem- 
ment le  premier  et  le  dernier  coefficient  sont  I.  De  plus  on  voit  que  k 
peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de  k2. 

Exemples.  —  Pour  n  =  2,  on  a  les  équations 

,         1  —  A  1  1  —  /> 

k  = 7        et         —  7  =  — —7 

1  +  k  k        1  -h  a 

ou 

k-  +2/1—1  =  0,         k2  —  2  A •  —  1  =  o; 

Journ.  de  Math.  ( ',    série),  tome  III.  —  Fasc.  IL   - 
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d'où 

k3  —  3  H-  1\  2. 

7i  =  6.  —  Si  dans  l'équation  modulaire  appartenant  au  degré  3 
(Jr  4-  6À*0  ■+-  A;)2  -  iGAA0(i  +  AA-0)2  =  o, 

on  fait  /.•= r>  on  a 

0         i  -+-  k 
(A2  —  2A-  —  i)2(A-'  4-  ï2Ars+  2A2  —  12& -M)  =  o; 
ond  facteur  donne  les  modules  de  sixième  degré;  on  trouve 
k*  =  (2 -h  y/3)*  (yfâ -h  fi)3 . 

Supposons  maintenant  que  -  soit  pair;   a  étant  divisible  par   4i 

il  faut  employer  l'équation  modulaire  la  ou  Ib,  suivant  que  b  est 
divisible  par  \  ou  non.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  faire  k\  =  A-;  dans 

le  second,  k\=  73 •  Au  moyen  de  la  relation 

^°~  on"r     ' 

on  peut  se  convaincre  que  les  deux  équations,  qu'on  obtient  en  substi- 
tuant dans  les  équations  modulaires  les  valeurs  de  A:J,  ne  sont  jamais 
satisfaites  par  A-=i,  et  que  la  première  équation  admet  la  racine 
A2—  o,  quand  //  est  divisible  par  16,  la  seconde  quand  n^h(mod  8). 
lui  supposant  les  équations  débarrassées  de  la  racine  zéro,  les  carres 
des  modules  du  degré  //  sont  les  seules  racines  simples;  les  autres 
racines  sonl  les  modules  de  La  première  espèce  et  de  la  première  caté- 
gorie dont  le  degré  //,  vérifie  la  relation  w  =  .r2 -)-_>''-/>,,  X  et  y  étant 
premiers  entre  eux,  et  x  pair;  par  suite,  //,  est  toujours  divisible  par  4- 
Ces  modules  sont  distribués  entre  les  deux  équations  de  la  manière 
suivante  :  dan- la  première  équation  un  module  du  degré  n0  qui  lui 
satisfait,  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde  équation  relative  au 
degré  //,,  suivant  que  >■  est   divisible  par   \  ou  non;  l'inverse  a  lieu 
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pour  la  seconde  équation.  Tout  cela  se  démontre  de  la  même  manière 

que  dans  le  cas  où  -  est  impair.   En  débarrassant  les  équations  des 

racines  appartenant  à  des  degrés  moindres  que  n,  on  a  donc  deux 
équations  en  k2  qui  n'admettent  d'autres  racines  que  les  modules  cher- 
chés. Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  l'une  de  ces  équations  sont 
les  réciproques  de  celles  de  l'autre.  Des  remarques  faites  au  numéro 
précédent  sur  la  forme  des  équations  modulaires,  il  suit  que,  si 
n  =  4  (mod  8),  le  premier  coefficient  de  la  première  équation  est  une 
puissance  de  2,  le  dernier  est  1.  Si  n  est  divisible  par  8,  le  premier 
coefficient  de  la  première  équation  est  évidemment  1.  Quant  au  der- 
nier, il  ne  peut  être  qu'une  puissance  de  2  ;  on  peut  le  démontrer  par 
la  considération  de  l'équation  qu'on  obtient  en  faisant  y  A0  =  —  \  A 
dans  l'équation  modulaire  appartenant  au  degré  4»  ■+■  »  ■  Les  expres- 
sions de  î0  et  de  X(iy/Ï6)  en  \  n  et  en  Y  sont  les  mêmes  que  pour  les 
valeurs  impairement  paires  de  n.  Remarquons  qu'en  vertu  de  la  con- 
gruence  évidente  a—  2^s=  rc(mod  8),  la  valeur  de  a(mod8)  est 
déterminée  par  celle  de  &(mod  4),  de  telle  manière  que  le  premier  ou 
le  dernier  coefficient  de  l'équation  est  égal  à  1 ,  suivant  que  a  =  o 
ou4(niod  8). 

Exemples.  —  Pour  n  =  4  on  trouve 

n  =  8.  —  On  trouve  les  deux  équations 

A-*  =  iGA  •'•.  1-1GA -:*k*=o 

ou  bien 

(A2  -  2)2(A-*  +  4A2  -  4)  =  o,         (  2*a  -  i)2(4A ■■•  -  \lr  -  i)  =  o; 

les  derniers  facteurs  donnent  les  modules  de  huitième  degré 


k2  =  2(v2-i),         A- 


1  -f-\  > 
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Voici  encore  les  modules  du  douzième  et  du  seizième  degré. 
n  =  1 2  : 

fc.^î+v/1,  ^  =  4(24-^3). 

ft  =  16  : 

*•=  4(3^-4),        A=  =  ?4^. 

17.  Modules  de  la  première  espèce  cl  de  la  seconde  catégorie 
d'un  degré  pair.  —  Dans  ce  cas  a  est  impair,  b  et  c  sont  de  la  même 
parité.  Le  nombre  5  étant  par  conséquent  impair,  l'équation  modulaire 
principale  appartient  au  cas  II  ;  en  remplaçant  dans  les  équations  (  \o  ) 
les  indires  71  par  o,  clic  est  définie  par  les  relations 

l0.2(û-—        S.20)0, 

£0.     (JL>'=—  l.2b)0  -+-  fï(û'{}. 

Les  équations  (2/|)  deviennent 

(        ft  =  /•,  0,  a  =  s.  S, 

\   —  c  =  —  rtt  H-  r,»,  —  0  =  —  5,  /  4-.S,/*  ; 

on  voit  que  les  deux  premières  déterminent  complètement  les  nombres 
/-,,  s,,  0,  en  se  rappelant  que  ù  désigne  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a  et  de  b,  et  que  son  signe  est  déterminé  par  la  congruence 
ô  =  i(mod/j).  Ensuite  on  choisit  les  nombres  r\  et  s\  de  manière  à 
vérifier  la  relation  r,  s\  —  r\sK  =  1  ;  or,  .9,  étant  impair,  on  peut  choisir 
s\  pair.  En  éliminant  //des  deux  dernières  équations,  on  a 

(46)  t  =  cs\  —  br\, 

ce  qui   achève  la  résolution  du  système  (V>).   En   eflet,  l'équation 

«c  —  b2  =  n  donne 

(47)  n'=csl-brl1 

el  évidemment  les  deux  dernières  des  équations  (î>)  sont  des  cous.'- 
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quences  de  (46)  et  (47)-  De  plus  on  tire  de  la  dernière  équation  (45) 
l  =  s(b  =  ab         (mod  4)- 
Cela  posé,  le  Tableau  des  transformations  linéaires  donne 

1  —  iabsfk\2 


(48) 


"0  —  I 

1  -hiab\Jk 


2lù 


2e'Y 


X(«V/î6)  =  - 


+  \\-knY' 


En  substituant  la  valeur  de  Â0  dans  l'équation  modulaire  répondant 
à  t^ab  (mod  4)7  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

/(;«%/*)  =  o, 

/dénotant  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  dont  le  premier  est  égal 
à  1.  Ici,  comme  dans  les  deux  numéros  suivants,  on  a  le  cas  où  chaque 
racine  de  l'équation  modulaire  principale  répond  à  deux  ou  à  quatre 
racines  de  l'équation  F(£,  r\)  =  o  du  n°  8  ;  mais,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer,  cette  circonstance  n'infirme  pas  les  conclusions  di 
numéro.  Puisqu'on  n'a  qu'une  seule  équation  en  h2,  il  suffira  de  cher- 
cher les  racines  de  l'équation 

Au  moyen  de  la  relation 

y    _t+K 

on  vérifie  sans  peine  qu'elle  admet  la  racine  \jk  —  —  1 ,  quand  ir  =  2, 
et  la  racine  \Jk  =  i,  quand  it  >  3,  et  qu'elle  n'est  pas  satisfaite  par 

\fk  —-  o,  ni  par  \Jk  =±  i.  De  plus,  on  verra  aisément  que  les  au  lies 
racines  étrangères  dont  il  faut  débarrasser  l'équation,  toutes  des  racines 
au  moins  doubles,  sont  les  racines  carrées  des  modules  de  la  première 
espèce  et  de  la  seconde  catégorie  dont  le  degré  />,  vérifie  la  relation 
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//  =  jc-  -f-y2  n,,  x  cl  y  étant  premiers  entre  eux,  et  x  pair.  On  remar- 
quera cependant  que,  lorsque  x  n'est  pas  divisible  par  4,  il  faut  prendre 
les  racines  carrées  des  modules  correspondants  avec  le  signe  opposé  à 
celui  qu'on  obtient  en  les  calculant  d'après  la  règle  qui  vient  d'être 
donnée.  Dans  l'équation  finale 

F(vÂ)  =  o, 

le  premier  coefficient  est  évidemment  i  ;  en  chassant  \k  et  les  puis- 
sances impaires  de  A,  on  a  une  équation  en  A2,  nécessairement  réci- 
proque, dont  par  conséquent  et  le  premier  et  le  dernier  coefficient 
sont  égaux  à  l'unité.  Remarquons  enfin  que,  puisque  deux  quelconques 
des  quatre  équations  F(±  N  A)  =  o,  F  (±  isk)  =  o  ne  peuvent  avoir 
des  racines  communes,  on  a 

t*s/k =<K*a), 

-|  dénotant  une  fonction  rationnelle  à  coefficients  entiers,  identique- 
ment la  même  dans  tous  les  cas  appartenant  au  même  degré. 

Exemples.  —  Pour  n  =  2,  on  a 

1  -+-  *        \i-h\fk) 
ou  bien 

k 2  —  4  A  \  A  —  2  k  —  4  V Â  -l-  1  =  o, 
ce  qui  donne  

\[k  =  1  -h  y/s  -+-  y  2  "+"  2  s  -  • 

n  =  4-  —  L'équation  modulaire  est 

frj(i-t- >/*)*=  8>/ê(h-*); 


en  \   faisant 

i 

et  supprimant  la  racine  quadruple  yk  =  —  1 ,  on  trouve 
A2  —  1 2  A \  À -  -h  6 A  —  1 2  \  A  4-  1  =  o, 
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d'où 

I  —  \Jl 

18.  Modules  de  la  seconde  espèce  et  de  la  première  catégorie. 
—  On  peut  réunir  les  deux  systèmes  d'équations  (9)  à  un  seul,  eu 
écrivant 

1'   £.2co=       p.2(o  +  aw', 

/,     \  le.     Û)'= —  C  .  20J  —  3'w', 

(49)  (  ^ 

£  —  > 


où  (3  -h  (3'  =  2  6  +  1 ,  [3  —  fi'  =  ±  1 ,  n  =  ac  —  fifi',  et  où,  par  consé- 
quent, on  peut  à  volonté  supposer  fi  pair  ou  impair.  Pour  la  première 
catégorie  a  est  pair  et  nous  supposons  fi  impair.  Par  suite,  il  faut 
employer  les  équations  modulaires  du  cas  IT;  on  a,  comme  au  numéro 
précédent, 

,t   x  (  P  =  >-.<>,  a  =  st  5, 

(5o) 

(   —  c  =—  rtt  -h7'\ri,  —  fi'  =  —  stl-hs\  n', 

où  ô  =  i  (mod  4)?  S)  est  pair,  /-,  et  s\  impairs.  On  peut  profiter  de 
l'indétermination  de  l'équation  r{  s\  —  r\st  =  1  pour  rendre  r\  pair;  le 
nombre  t  est  déterminé  par  l'équation 

t=  cs\  -  fi'j\, 
et  l'on  a 

t  =  cr,  =  fic         (mod4)- 

Si  maintenant  a  est  divisible  par  4,  on  a 
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et,  si  #  =  2  (mod  4)> 


\/î^^  p-' 


Les  valeurs  de  /f0  doivent  être  substituées  dans  l'équation  modulaire 
en  \k  et  en  k0  répondant  à  /  =  (3c(mod4);  on  obtient  ainsi  deux 
équations  à  coefficients  entiers 

dont  la  première  a  lieu  si  a  =  o,  Fautre  si  a  =  2  (mod  4);  dans  la  pre- 
mière le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  i$c  \/~k  est  r,  le  der- 
nier coefficient  est  une  puissance  de  2;  dans  la  seconde  équation  l'in- 
verse a  lieu. 

Tl  suffira  de  chercher  les  racines  des  équations 

/(v^)=o,    rwk)  =  o, 

répondant  à  c  =  o  (mod  4)-  Au  moyen  de  la  relation  '(0  =  — p^;  on 

trouve  que  les  deux  équations  admettent  la  racine  yjk  =  1 ,  et  qu'en 
outre  la  première  a  la  racine  \fk  =  o,  mais  qu'aucune  d'elles  n'est  satis- 
faite par  \[k  =  —  1,  ni  par  \Jk  =  ±  i.  De  la  manière  ordinaire  on 
démontre  que  les  autres  racines  sont  les  racines  carrées  des  modules 
de  la  seconde  espèce  et  de  la  première  catégorie,  dont  le  degré  n, 
satisfait  à  la  relation 

fln=x2-hy2(fint  —  1), 

x  ri  y  étant  premiers  entre  eux  et  impairs,  et  que  la  multiplicité  de 
chacune  d'elles  est  égale  a  la  quatrième  partie  du  nombre  des  solutions 
de  cette  équation;  on  voit  en  môme  temps  qu'il  faut  supposer  pour 
chacun  de  ces  modules  le  coefficient  c,  divisible  par  4,  et  qu'il  faut 
prendre  a,-^o(mod4)  pour  la  première  équation,  a, =  2  pour  la 

seconde. 
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En  supprimant  les  racines  étrangères,  on  a  deux  équations 
F(s/À-)  =  o,         F'(v'£)  =  o; 
si  l'on  ne  fait  pas  d'hypothèse  sur  la  valeur  de  c,  on  a  évidemment 

c'est-à-dire  qu'il  y  a  quatre  équations  pour  <z==o  (mod4)  et  autant 
pour  a=2,  mais  qu'en  chassant  \Jk  et  les  puissances  impaires  de  k,  on 
n'a  que  deux  équations  finales 

F,(/r)  =  o,  F1(Ar»)  =  o. 

Dans  la  première  de  ces  équations  le  premier  coefficient  esl  i,  le 
dernier  une  puissance  de  2,  l'inverse  ayant  lieu  pour  la  seconde.  Au 
moyen  des  transformations  linéaires,  on  démontre  facilement  que,  \fk 

satisfaisant  à  l'équation  F(y//i)  =  o,  — ^=  lui  satisfera  aussi,  et  que 
—5  — -^=.  seront  racines  de  l'équation  F'  (\Jk)  =  o. 

y'  À      1  —  y/  k 

Evidemment  (--  \)ck  s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  k1. 


Exemples.  —  En  faisant 


k=^k 


on  a 

v77(vÂ:-i)(A-  +  v/Â--f-2)  =  0, 

où  le  dernier  facteur  donne  la  première  équation  relative  à  n  —  2:  on 
en  tire 

Faisant,  au  contraire, 

12  \Jk 

k  ~  7+  /.  ' 
on  a 

(v'77  -  1)  (2/1  -h  \[k  ■+•  1)—  o  ; 
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d'où 


v/A  = 


-4 


n  =  4.  —  L'équation  modulaire  est 

^(r+v^)4  =  8N^(.-h/f); 
en  y  faisant  /r0  =  /i,  on  trouve 

yfk^k-  i)(k  +  \fk  +  *)(k2  -h/iky/k  -h  5k  -+-2^+  i)=°ï 
donc,  pour  «  =  4>  la  première  équation  est 

/V-  -+-  4/r y/À  4-  5k-{~  2\/k-h  4  =  o. 

Pour  en  faciliter  la  résolution,  on  peut  remarquer  que,  y/A7  étant  une 

racine,  -  ~~=  en  est  une  autre,  de  sorte  que  l'équation  se  décompta 

1  -+-  y//.- 
en  deux  facteurs  de  la  forme  k  —  a  y/A  —  (a  —  1)  =  o;  on  trouve  ainsi 

a  =  —  2  —  y  5 , 

,7-        2  -t-  v/5  +  1  \/3 

v*  = â 

En  faisant  k0  =  t?  on  a 

(yfk—  i)(zk  -t-y/k  -h  1  ) ( 4 /r 2  -t—  •-»/.  \  A  4-  5A  -+-  i  \  A  -t-  1)  =  o, 
où  le  dernier  facteur  donne  la  seconde  équation;  on  trouve 
AT  —  1  -+-  y/5  -h  3 1  \fS  -+-  /-V  '  5 

V/i  —  -  — g— 

19.  Modules  de  la  seconde  espèce  et  de  la  seconde  catégorie 
d'un  degré  pair.  —  Dans  les  équations  (/19),  (5o)  le  nombre  a  esi 
impair,  de  sorte  qu'il  faut  employer  les  équations  modulaires  du  cas  II  : 
de  plus,  .v,  étant  impair,  nous  pouvons  rendre  s't  =  o(mod  4).  On  a 
donc 

(2  =  /-,,         a      -v         /      *)?-    cc^         (mod  ]). 
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et,  par  suite,  le  Tableau  des  transformations  linéaires  donne 


s[k*  = 


\  —  ia$s[k 
i  4-  ia$ \/k 
■2  ia 


(n-j«P0É)" 

i(^~~^'~hi^^~~Io)=        2£'Y 


+  A(Y)-*0Y* 


En  dénotant  par/(A0,  \Jk)  —  o  l'équation  modulaire  du  cas  II  qui 
répond  à  /  =  o  (mod4),  on  a 


(5i) 


/' 


=  O. 


En  cherchant  les  modules  singuliers  qui  satisfont  à  cette  équation, 
on  voit  facilement  qu'ils  sont  tous  de  la  seconde  espèce;  par  consé- 
quent, les  nombres  R,,  S,,  R'(,  S',  sont  déterminés  par  les  équations 

yaK  =  S,  o, 
~yct  =  —  Rlt-hR\n,i 

'■^T^  ~  y'***  =  —  Sf  /H-  S^  ri. 


S,   étant  nécessairement  impair,  nous  pouvons  toujours  supposer 
S',  =  o  (mod4);  d'où 


%i=ya{ 
/  =  —  a. 

R,S,  =  à 


X  y  —  i 


2 

xy  -+-  i 


a.  b, 


■+■  a  t  b , 


(mod4). 


Donc   les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  \l  -<n\  une 
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racine  de  l'équation  (5i)  sont 

i 

-+-«,&,  =  «($'         (mod4); 

2 

d'où  l'on  tire 


,rr 


cl 

a<(2&,  +  i)  =  a,(P,  +  ?',)  =  «(?  +  (3')         (inod4). 

Considérons  spécialement  l'équation 


(52)  / 


Va 


i'VA 


=  o. 


qui,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  donne  toutes  les  valeurs  de  k*  :  on 
doit  faire  (3  =  o,  P'=a,  et  l'on  a,  par  conséquent, 

xy  =  -at,         a,(P,-f-P'4)  =  i         (mod4), 
,  a?y  -h  i  7     ,  #y  —  i 


Nous  pouvons  maintenant  faire  (3,  =  &,  ou  (3,  =  bK  -+-  i  à  volonté; 
supposons  (3,  pair,  et  remarquons  que,  si  (3,  est  divisible  par  /j,  on  aura 
a, {*',==  i;  si,  au  contraire,  (3,  =  2(mod4),  on  aura  at$\  =  —i.  Il 
s'ensuit  que  l'équation  (52)  est  satisfaite  par  les  racines  carrées  des 
modules  de  la  seconde  espèce  et  de  la  seconde  catégorie  dont  le 
degré  //,,  nécessairement  pair,  vérifie  l'équation 

(53)  i«  =  a?2H-72(4«l  —  0, 

x  et  y  étant  impairs  et  premiers  entre  eux,  et  lesquelles  satisfont  a  une 
équation  de  la  forme  (52)  correspondant  au  degré  //,,  pourvu  qu'on 

;iil  soin  de  changer  le  signe  de  y/7  toutes  les  fois  que  est  pair,  sans 

être  divisible  par  \.  Puisque,  le  signe  de  y  étant  choisi,  celui  de  x  <'st 
déterminé  par  la  congruenec  xy^  —  a,,  la  multiplicité  de  la  racine  \j l 
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est  égale  au  quart  du  nombre  des  solutions  de  l'équation  (53).  Outre 
ces  racines,  l'équation  (02)  admet  encore  les  suivantes  : 

si  -  est  impair,  \/k  =  —  1 ,  \fk  =  i, 

si  -  est  pair,  <Jk  =  1 ,  \  k :  =  —  i . 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  on  peut  débarrasser  l'équa- 
tion des  racines  étrangères  et  obtenir  ainsi  une  équation  F(y/A-,  i)  =  0 
qui  n'est  satisfaite  que  par  les  modules  du  degré  n. 
En  considérant  l'équation 


f 


A'+v* 


^  >       y* 


o, 


qu'on  obtient  en  faisant  (3  =  o,  (}'= — a,  on  voit  qu'elle  donne  les 
mêmes  valeurs  de  k2  que  l'équation  (52);  en  supprimant  les  racines 
étrangères,  on  a  évidemment  F(y7r,  —  i)=o.  Il  s'ensuit  que,  en 
chassant  des  équations  F(y7i,  ±  i)  =  o,  le  radical  \fk  et  les  puissances 
impaires  de  k,  on  obtient  une  seule  équation  en  k2 

f,  (*■)  =  <>; 

dont  les  coefficients  sont,  par  conséquent,  des  entiers.  Cette  équation 
est  réciproque,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  15,  son  premier  el 
son  dernier  coefficient  sont  1. 

On  voit  facilement  que,  si  \Jk  =  x  satisfait  à  l'équation  F(\  A',  i)  =  o, 
la  valeur  sjk  =  iv.  satisfait  à  l'équation  F  (y/A,  —  i)  =  o,  de  sorte  qu'on 
a  F(y/A,  i)  =  F(i\J7i,  —  /);  on  en  conclut  que  le  polynôme  F  (y  A,  0  a 
la  forme  suivante 

F(v/^,0  =  ?(^)+(i-0^v^?.(^)+^?a(^)+(IH-Ov^?»(^ 

'■?■>  ?n  ?25  ?3  dénotant  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  De  plus, 
puisque,  des  quatre  équations  F(±  y/A,  ±  0  =  o,  deux  n'ont  pas  de  ra- 
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cincs  communes,  on  voit  que  (i  +  i)sfk  s'exprime  en  fonction  ration- 
nelle de  A2.  Généralement,  en  ne  faisant  aucune  supposition  relative  à 
(î  et  à  [i',  on  trouve 

f[>m,  ;"?-?>]  =o, 

el  Ton  a  une  équation  de  la  forme 

t«P[,  +  /«P'-P|V/A  =  ^(A-2), 

<l(k2  )  étant  une  fonction  rationnelle,  la  même  pour  toutes  les  racines 
de  l'équation  F,  (A2)  =  o. 

En  faisant,  par  exemple,  n  =  2,  on  a 

(i-sfky_2isTk. 

Xi  +  sTk)  "  ■-*' 
d'où 

(sfk  +  i)(v/A  -  i)[k  -  3(i  -  /)S'Â  -  i]  =  o; 
le  dernier  facteur  donne 

N/A-=-^'(3W7),        /,.=  ..'  (3  +  V7)'- 
En  faisant  ri  =  4,  on  obtient 


,1+^7  (n-t\/A)v 

ou  bien 

(v'Â  -  1)  (y/A  +  0  [  A  +  3  ( .  -  1)  S/A  -  î] 

x  [A2  —  0(i  —  O^s/À-  +  20 ik  -h 6(1  -h  i)\fk  —  1]  =  o, 

où  le  dernier  facteur  donne 

v/À       '  ,  '(2  +  ,/3)(v/3  +  v-.).         fc'  =  ^i(2  +  ^)'(s/3   ■   V  -')'• 
20.  Si,  dans  l'équation  modulaire  \b  appartenant  au  degré  \n,  on 
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fait  k20=k2,  on  obtient  une  équation,  F(/f2)  =  o,  qui,  comme  on  le 
démontre  aisément,  est  satisfaite  par  les  modules  de  la  première  espèce 
et  de  la  première  catégorie  dont  le  degré  n,  vérifie  la  condition 

\n  =  x-  -+- y2  ft<, 

x  et  y  étant  impairs  et  premiers  entre  eux;  la  multiplicité  de  chacune 
de  ces  racines  est  égale  au  quart  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 
de  condition.  En  outre,  elle  n'admet  que  la  racine  k2  =  o,  et  seulement 
si  n  est  pair.  Supposons  que  n  soit  impair,  et  soit  f(k20,  k2)  =  o  l'équa- 
tion modulaire  appartenant  au  degré  n,  N  le  degré  de  cette  équation; 
l'équation  modulaire  la  correspondant  au  degré  [\n  est  f(k'2,  k2)  =  o 

(n°  15),  et,  par  conséquent,  l'équation  \b  est  /(A02,  p  )  =  o.  Donc 
on  a 

F(*«)  =  *-/(*",^)=o. 

Dans  cette  équation,  le  premier  et  le  dernier  coefficient  sont  égaux  à  i . 
propriété  qui  est  conservée,  quand  on  supprime  les  racines  apparte- 
nant aux  degrés  moindres  que  l\n  —  i.  Cela  justifie  l'assertion  faite  au 
n°  11  sur  l'équation  des  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  pre- 
mière catégorie  dont  le  degré  est  de  la  forme  S  h  -+-  3. 

Au  fond,  la  règle  qui  vient  d'être  démontrée  est  la  même  que  la  troi- 
sième règle  de  M.  Hermite  (Théoi\  d'équat.  mocl.,  p.  44)  45);  on 
peut  démontrer  les  autres  par  des  considérations  analogues. 

21.  Nous  supposerons  dès  à  présent  le  rapport  des  périodes  défini 
par  une  équation  de  la  forme 


a 


r% 


-t-  -lia  h-  v  = 


même  pour  les  modules  de  la  seconde  espèce,  de  sorte  que,  pour  ces 
modules,  a  et  c  sont  pairs,  b  impair;  nous  désignerons  par  —  D  le  dé- 
terminant du  module,  en  faisant 

\)  ~  ac  —  lr . 
Cela  posé,  examinons  de  plus  près  les  formules  tic  multiplication 
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complexe.  Pour  tous  les  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  pre- 
mière catégorie  et  pour  tous  les  modules  de  la  seconde  espèce,  on  a 
des  équations  de  la  forme 

A(/s/D0)  =  AY; 

pour  ceux  de  la  seconde  espèce  et  de  la  première  catégorie,  on  a,  eu 
outre, 

x(i±M3f/)=:AY, 

où  A  désigne  une  constante,  Y  ayant  la  même  signification  que  dans 
les  numéros  précédents.  En  faisant  converger  0  vers  zéro,  on  en  tire 
respectivement 

ïv/D  =  Ae0,         — ^—  =Ae0; 

(1  ou 

(54)  X(,VB0)  =  .VIÎÏ,       ),(l^o)  =  i±i^I. 

Pour  la  seconde  catégorie  de  la  première  espèce,  on  trouve,  en  remet- 
tant la  valeur  de  A„, 

(55)  a(/v/D0)  =  77— ^r[i  +  A(Y)]_(l^/aV^V2' 

et,  pour  la  seconde  catégorie  de  la  seconde  espèce,  en  ayant  égard  à  la 
dénomination  changée, 

.  .  (i+^)l«+.i   4    V*)  : 

ee\      i/i  +  'V^aI  !° 

(.)(>)    ai- — - — v  =  ? «.fc+D  _V2  —j—        n  _v     " 

\i  +  i~\/k)  [,  +  a(Y)]-Ii-i    *    M  Y" 

I  ,;i  fonction  Y  a  des  formes  différentes  dans  les  différents  cas.  En  dé- 
signai) I  par  F  et  F,  des  fonctions  rationnelles,  on  a,  si  la  transforma- 
lion  appartient  à  un  degré  impair, 

Y  =  s0  F[X(0)1,        A(Y)  =  (x(0)v(6)  F,  [X(0)|. 
Cela  a  encore  lieu  si  le  degré  est  pair,  et  que  la  transformation  appar- 
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tienne  au  second  cas  ;  mais,  si  elle  appartient  au  premier  cas,  on  a,  si  le 
degré  est  impairement  pair, 

Y  =  Ww'        A(Y)  =  F,[A(0)], 
et,  si  le  degré  est  divisible  par  4, 

Y  =  £0  |x(6)  v(8)  F[A(0)],         A(Y)  =  F,  [X(6)]. 

Tant  qu'on  regarde  le  module  primitif  k  comme  une  quantité  indé- 
terminée, les  coefficients  de  la  fonction  Y,  à  l'exception  du  multiplica- 
teur £0,  s'expriment  toujours  ou  en  fonction  entière  de  A"2  et  de  k\  à 
coefficients  entiers,  ou  bien,  s'il  s'agit  d'une  transformation  d'un  degré 
impairement  pair  et  appartenant  au  premier  cas,  en  fonction  entière 
de  k  et  de  k\  ;  la  môme  chose  a  lieu  à  l'égard  de  i20  et  des  coefficients  de 
F1[)^(0)].  Cette  propriété  des  transformations  principales  est  foncier 
sur  la  circonstance  que  k'20  et  les  coefficients  dont  il  est  question  sont 

des  fonctions  symétriques  des  quantités  X2(—  )  ou  \2    — -    >  cl 

que  kl  a  autant  de  valeurs  différentes  que  le  permet  la  nature  crime 
fonction  de  cette  forme;  par  conséquent,  elle  ne  peut  faire  défaut  pour 
des  modules  spéciaux  que  si  kl  est  racine  double  ou  multiple  de  l'équa- 
tion modulaire  correspondante.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  8, 
il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  fait  k  égal  à  un  module  singulier  appar- 
tenant au  déterminant  —  D,  k]  est  effectivement  racine  simple  de 
l'équation  modulaire  principale;  donc  la  propriété  générale  des  trans- 
formations dont  nous  parlions  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  dans  noire  cas 
spécial.   En  l'appliquant  aux  équations  (54),   on  a  ou  kl  =  k*   ou 

kl—  j-z,  et,  par  suite,  les  coefficients  de  F[X(0)],  Fl  [X(0)]  sont  ra- 
tionnels en  A2;  les  formules  qui  appartiennent  aux  degrés  impairement 
pairs  ne  font  pas  exception,  puisque,  dans  ces  cas,  k  s'exprime  ration- 
nellement en  k2  (nos  16,  18).  Quand  les  équations  (55)  ou  (50)  on! 
lieu,  on  a  respectivement  (nos  15,  14,  17,  19) 


n  \  * 


i_i!!^i 


i  -+-  i"h\  k 
Journ.  de  Math.  (4«  série),  tome  III.  —  Fasc.  II.  1887, 
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et,  de  plus,  on  a  vu  que,  dans  le  cas  de  l'équation  (55),  iab\fk  s'exprime 

o(6-*-li 

rationnellement  en  A-2,  et  que,  dans  celui  de  l'équation  (56),  i       \Â 

a 

s'exprime  rationnellement  en  k2  et  en  i*. 

De  ce  qui  précède  il  suit  qu'on  a,  pour  tout  module  du  détermi- 
,,;,,,[  _  D,  une  équation  de  la  forme  suivante 

,t    >  W/HM- /y^D^[X(6),r-3 

1  )~>  a1'VJJJJ-"^[à(0))/^]  +  ix(0),(0)^[MO),/^]' 

cl  qu'on  a,  en  outre,  pour  les  modules  de  la  seconde  espèce  s'ils  sont 
de  la  première  catégorie, 

et,  s'ils  sont  de  la  seconde  catégorie, 

r«  \  i  ^  +  'Vd  rA      '+«v/d *[mo),*Vv1 

(59)  xi — - — 0)  =  — r r\ f H' 

*,Lmo),  *2,  <'2J  +  ^(e)v(0)^5|  ),(0),  *»,  i«  | 

•j»,  '!»,,  '\>2  dénotant  des  polynômes  à  coefficients  entiers  qu'on  peut  sup- 
poser dépourvus  de  diviseurs  communs.  Pour  les  modules  de  la  pre- 
mière catégorie,  '|2[^(^)'  ^2  ]  =  o  si  D  est  impair;  si  D  est  pair,  on  a 
^|A(0;,/r|  =  o. 

L'introduction  de  l'irrationnelle  i\JD  dans  les  seconds  membres  de 
ces  formules  a  pour  effet  de  faire  disparaître  le  double  signe  qui,  dans 
les  numéros  précédents,  affecte  partout  les  expressions  de  X(/\l)0), 

\ll — ~lv  Q  j  •  par  là,  les  formules  (57),  (58)  sont  devenues  indépen- 
dantes des  coefficients  a,  b,  c  de  l'équation  en  Ç,  de  sorte  qu'elles  sont 
identiquement  les  mêmes  pour  tous  les  modules  qui  satisfont  à  la  même 
équation  en  /.-.  Dans  l'équation  (5q),  une  ambiguïté  subsiste  encore; 
mais,  connue  on  le  verra  au  numéro  suivant,  elle  peut  être  levée  au 
moyen  (Time  équation  de  la  forme 
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Par  différenciation  on  tire  de  l'équation  (67)  une  expression  de 

[x(îVD8)v(iVD6); 

au  moyen  des  théorèmes  d'addition  et  de  multiplication  on  peut  en- 
suite déduire  l'expression  de  X[(r  -+-  si\/D)0],  qui  évidemment  peut 
être  réduite  à  la  forme 

A[(r  +  WD)0]  =  Q  +  |^Me)R, 

P,  Q  et  R  étant  des  fonctions  entières  de  X(0),  k2,  ï\/D  à  coefficients 
entiers,  et  qu'on  peut  supposer  sans  diviseurs  communs.  Pour  les  mo- 
dules de  la  seconde  espèce,  on  aura  une  expression  semblable  de 


WD  q 


/•  et  s  étant  impairs. 

22.  Les  équations  algébriques  qui  déterminent  les  carrés  des  mo- 
dules singuliers  se  décomposent  toutes  en  deux  équations  partielles  par 
l'adjonction  ou  de  \fD  ou  de  i\/~D,  à  moins  que  D  ne  soit  un  carré  par- 
fait. Gela  découle  immédiatement  des  relations  qui  ont  lieu  entre  i\\) 
et  le  multiplicateur  e0  de  la  transformation  principale  employée. 

Soit  (Ï>(A-2)  =  o  une  de  ces  équations,  et  supposons  d'abord  qu'elle 
appartienne  à  la  première  catégorie,  le  déterminant  étant  de  la  forme 
—  (f\h  H-  1).  On  a,  dans  ce  cas  (n°  10),  e0  =  ibk\J\)\  or,  s0  s'expri- 
mant  en  fonction  rationnelle  de  k2,  on  peut  faire 

ibksJD  =  o(k>); 
de  plus,  on  a 

i*ck  =  <\>(k3); 

d'où  l'on  tire,  en  se  rappelant  que  b  et  c  sont  impairs, 
?(/f2)-(-  i)'~v/D'K*2)  =  <>. 
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Les  coefficients  des  fonctions  rationnelles  9  et  ip  étant  des  entiers,  on  en 
peut  évidemment  conclure  que,  si  D  n'est  pas  un  carré  parfait,  l'équa- 
tion (I>(/f2)  =  o  se  décompose  par  l'adjonction  de  y/D  en  deux  autres  du 
degré  sous-double,  et  qu'un  module  satisfait  à  Tune  ou  l'autre  de  ces 

c  —  1 

équations,  suivant  que  (—  1)  2    est  égal  à+iouà-i. 

Pour  les  modules  de  la  première  catégorie  d'un  déterminant  pair,  on 
peul  se  borner  aux  équations  (44)j  puisque,  si  D  =  2(mod4),  il  n'y  a 
qu'une  seule  équation  en  A-2,  et  que,  si  D  =  o(mod4),  l'une  des  deux 
équations  a  pour  racines  les  réciproques  de  celles  de  l'autre,  de  sorte 
que  la  décomposition  de  la  première  équation  entraine  celle  de  l'autre. 
On  a  donc 

ou  bien 

?(*2)-(-')Vv'D  =  o; 

d'où  l'on  peut  faire  les  mêmes  conclusions  que  pour  D  =  [\h-\-  1  ;  seu- 
lement il  faut  se  rappeler  que,  siD  =  2(mod4),  on  a  supposé  h  divi- 
sible par  4  ;  si  l'on  veut  se  délivrer  de  cette  restriction,  il  faut  remplacer 


(-.)*    par(-i)    2     . 

Pour  tous  les  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde  caté- 
gorie, on  a  (nos  13,  17)  une  équation  de  la  forme 

«.==  (-1)^(1  H- Î-V*)'^  =  ?(*"), 
el  l'on  peut  Caire 

•  loue 

?(^)-(-i)^VDW^)  =  o. 

Doue,  si  I)  n'est  pas  un  carré,  l'équation  tf>(k-)  =  o  se  décompose  par 
I  adjonction  de  y/D  en  deux  équations  partielles,  un  module  donné  sa- 

tisfaisanl  à  l'une  ou  à  l'autre,  suivant  qu'on  a  ( — 1)  2  =  + 1  ou  =  -  1 . 
Pour  la  si-coude  catégorie  de  la  seconde  espèce,  on  a  (n°  12),  en 
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ayant  égard  au  changement  fait  dans  la  signification  des  lettres  «,  b,  c, 

z0  =  ibksJD  =  o(k*); 
de  plus,  on  a  (nos  14,  19) 


d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  -  et  b  sont  des  nombres  impairs, 


?(**)- i(-04   /D<K*2)  =  o. 
11  y  a  donc,  encore  dans  ce  cas,  décomposition  par  ^D,  les  modules  se 

a  -2 

groupant  suivant  la  valeur  de  (—  i)  4   .  On  trouve  aussi 


1  ;  /rk<K**) 


■  =  i*VB 


cp(**)' 


ce  qui  justifie  une  assertion  faite  au  numéro  précédent. 

En  considérant,  au  contraire,  les  modules  de  la  première  catégorie 
d'un  déterminant  de  la  forme  [\h  —  i,  on  a,  pour  les  deux  espèces 
(nosli,12), 


i-i 


e0  =  (-i)  2  *',/D  =  ?(£2); 
donc  Téquation  <D(/r2)  =  o  se  décompose  par  l'adjonction  de  i y/D,  les 

6-1 

racines  se  groupant  suivant  la  valeur  de  (—  i)  2  . 
Si  l'on  fait  subir  au  module  k ,  défini  par  l'équation 

a'(2-h  2&Ç  -h  c  =  o, 

la  transformation  linéaire  (  '      j>  le  module  transformé  sera  £>  et  il  ré 
pondra  à  l'équation 

(a  -+-  [\b  H-  4c)'C2  H-  a(6-H  2c)Ç-f-  c  =  o. 
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En  considérant  séparément  les  divers  cas,  on  démontre  aisément  que, 
j)our  la  première  catégorie  d'un  déterminant  de  la  forme  —  (.\h  -4-  i) 
el  pour  la  seconde  catégorie  de  la  première  espèce  de  tous  les  détermi- 
nants, k2  et  ^-  satisfont  à  la  même  équation  partielle,  tandis  que,  pour 

A 

la  première  catégorie  de  la  première  espèce  des  déterminants  —  (J\h—  i), 
_  (4/^  _|_  2)  et  pour  la  seconde  catégorie  de  la  seconde  espèce,  k'2  salis- 

fait  à  l'une  des  équations  partielles,  -^  à  l'autre.  Quant  à  la  première 

catégorie  de  la  seconde  espèce  et  à  la  première  catégorie  des  détermi- 
nant divisibles  par  4,  on  se  rappelle  qu'il  y  a  déjà,  avant  la  décompo- 
sition, deux  équations,  satisfaites  l'une  par  /f2,  l'autre  par  -p- 


IV.  -     Digression  sur  les  formules  d'Arithmétiqi  k 

DE    M.    K.RONECKER. 

23.  Nous  avons  déjà  donné  deux  exemples  des  formules  d'Arithmé- 
tique qu'on  peut  tirer  des  considérations  du  paragraphe  précédent,  et 
exidemment  toute  équation  modulaire  donne  lieu  à  un  corollaire  de 
celte  espèce.  Mais,  si  l'on  veut  obtenir  ces  formules  sous  la  forme 
choisie  par  leur  illustre  auteur,  il  faut  employer,  non  pas  les  équations 
modulaires  irréductibles,  mais  les  équations  qui  embrassent  tonlcs  les 
transformations  définies  par  des  équations  de  la  forme 

£.2  0)   =/ï'.2W(1, 

e .  2  co'  -—  —  / .  2  w0  -h  n"  oj0 , 

d'un  degré  impair  donné,  ou  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  une 
transformation  principale  du  degré  27Tr.  On  trouve  par  cette  méthode, 
indiquée  par  M.  Ilermile  dans  son  célèbre  travail  Sur  les  équations 
modulaires  (p.  46\  note),  un  certain  nombre  de  formules  qui  se  résu- 
ment tontes  par  les  formules  Ï-Yl  de  M.  kronecker  (Journal  de 
('/■('//c,  t.  57,  p.  2/j()).  Nous  en  déduirons  quelques-unes,  en  commen- 
çant  par  celles  qui  correspondent  à  des   transformations  de  degrés 
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impairs.  Voici  d'abord  les  notations  dont  nous  ferons  usage  dans  ce 
paragraphe  :  nous  désignerons  par 

G(n)  le  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques  du  déterminant 

—  n,  en  faisant  toutefois  G(o)  =  \\ 
¥(n)  le  nombre  des  classes  du  déterminant  —  n  dont  les  coefficients 

extérieurs  ne  sont  pas,  les  deux,  pairs,  en  faisant  F(o)  =  o  ; 
$(11)  la  somme  des  facteurs  de  n\ 
Y(rc)  l'excès  de  la  somme  des  facteurs  de  n  qui  surpassent  \/n,  sur  la 

somme  de  ceux  qui  sont  moindres  que  \jn\ 
o(n)  la  moitié  du  nombre  des  solutions   de  l'équation  indéterminée 

n  =  £2  +  4y]2; 
o"(n)  la  moitié  du  nombre  des  solutions  de  l'équation  n  =  £a  -h  i6y)s  ; 
']>(n)  la  moitié  du  nombre  des  solutions  de  l'équation  n  =  ^-h  3r(2. 

Ce  sont,  à  l'exception  de  <p",  les  notations  employées  par  M.  K.ro- 
necker  dans  le  travail  cité.  Les  expressions  G(n),  F(n)  satisfont  aux 
égalités  suivantes,  où  les  termes  qui  se  trouvent  entre  parenthèses  ou 
entre  doubles  parenthèses  doivent  être  omis,  les  premiers  si  n  n'est 
pas  un  carré  impair,  les  derniers  si  n  n'est  pas  le  triple  d'un  carré  im- 
pair 

F(4»)=  2F(n)-(i),         G(4*i)-F(4»)=G<»; 

pour  n  =  !\h  -+- 1,  l\h  -+-  2,  on  a 

G(n)=F(n), 

pour  /i  =  8  h  —  1 

G(»)=2F(n), 

et  pour  n  =  S  h  -+-  3 

3G(n)=^4F(n)  +  ((a)). 

24.   Soit  n  un  nombre  impair,  et  désignons  par 

f{>Jk,\IK)=  o 

l'équation  qui  a  lieu  entre  les  racines  carrées  du  module  k  et  de  son 
transformé  A0,  la  transformation  étant  du  degré  n  et  définie  par  des 
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équations  de  la  forme 


(Go) 


£(1/  =  —  t  .  2(l)0  H-  n"(n 


05 


ou 


ù  n  =  ri  n",  //=i,  £  =  o(mod4),  et  où  /,  ri,  rc"  peuvent  avoir  un 
diviseur  commun.  On  sait  que  le  degré  de  cette  équation,  en  \fk0 
aussi  bien  qu'en  y/k,  est  égala  <&(n).  Pour  les  petites  valeurs  de  \  k  les 
valeurs  de  \/k0  se  développent  en  séries  convergentes,  dont  les  premiers 

21t(7      n"  —  n,  n' 

termes  sont  de  la  forme  e  4""  2  ""  0fc"";  donc,  pour  les  petites  valeurs 
dr  ./■,  l'équation /(a?,  y)  =  o  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

ïï(yn"-  2n//-fl'a?B')=o, 

où  />'  doit  être  égalé  à  tous  les  diviseurs  de  n.  On  en  conclut  que  le 
plus  petit  degré  d'un  terme  du  développement  du  polynôme  /(  x,  y) 
suivant  les  puissances  de  a?  et  dey,  est  égal  à#(/i)— T(/i);  c'est  donc 
la  multiplicité  du  point  x  =  y  =  o  de  la  courbe  /(x,  y)  =  o.  Dans  le 
cas  où  n  est  un  carré  parfait  nous  devons  quelquefois  faire  abstraction 
de  la  racine/  =  x,  et,  dans  ce  cas,  il  faudra  diminuer  d'une  unité  le 
nombre  trouvé.  L'équation  ayant  la  propriété  de  ne  pas  être  altérée 

quand  on  remplace  x  et  y  par-  et  ->  on  a 

f(x,y)=Cx^y^f(^^ 

d'où  l'on  conclut  que  l'ordre  de  la  courbe  est  égal  à  $(n)-h  *F(ra), 
nombre  qui  doit  aussi  être  diminué  d'une  unité,  si,  dans  les  cas  où  // 
est  un  carré,  on  supprime  la  racine  x  =y.  Enfin,  nous  aurons  besoin 
de  connaître  les  multiplicités  des  points 

n  — 1 

x=y=±i,         x  =  (—  1)  2  y  =±  /'; 
on  les  trouve  égales  à  celle  du  point 

x  =  y  =  o. 
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On  a  vu,  en  effet,  au  n°  9,  que  clans  le  cas  des  équations  modulaires 
irréductibles  l'équation /(.r,  y)  =  o  peut  s'écrire 


,fir—x    ï"'  —  y\ 
J  \ir+ac'   i"'--{-y) 


=  o; 


par  conséquent  la  môme  équation  a  évidemment  lieu  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  En  développant  suivant  les  puissances  de  /'"—./■. 
i"r — y",  on  voit  qu'on  a,  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  ces 
quantités, 

f(x,y)=U[(iar  —  y)'1"-  i- ""-"')(/'•-  :r)'"\. 

ce  qui  justifie  notre  assertion. 

En  supposant  maintenant  que  le  module  k0  se  ramène  à  k  par  une 
transformation  linéaire,  on  obtient  une  équation  en  \Jk,  dont  le  degré 
peut  être  évalué  au  moyen  des  déterminations  précédentes.  Si  cette 
équation  admet  les  racines  o,  ±  i  ou  ±  i,  on  les  supprimera,  et  l'on 
déterminera  le  degré  de  l'équation  finale,  satisfaite  par  les  racines  car- 
rées des  modules  qui  admettent  une  multiplication  complexe  du 
degré  n  et  d'une  forme  spéciale,  déterminée  par  la  transformation 
linéaire  employée.  Or  ces  modules  sont  définis  par  les  équations  (27  ) 
el  (28);  seulement,  clans  notre  cas,  les  nombres  x  et  y  ne  sont  pas 
assujettis  à  la  condition  d'être  premiers  entre  eux. 

Faisons  clans  les  équations  (27) 

ya{  =  a,         yb,  =  b,        yc,  =  c,         Y"  n\  =  ac  —  b2  =  -X 
on  aura,  en  écrivant  w  et  to'  au  lieu  de  m  et  m* , 

i    (x  -+-  ïJ\)  .  2C0    =  (X  ■+-  b).  2M  -+-  flOJ  , 

(61) 

(  (a? ■+-  iyj-à)     co'  =         —  c.2(o  +(x  —  b)u>\ 


n  =  x 


A. 


En  supposant  x  et  jk  pairs,  les  équations  (28)  donnent  un  résultai 
de  la  même  forme;  mais,  si  x  ely  sont  impairs,  et  qu'on  fasse 

'iya,  =  a,         y(z  b%  -f- 1)  =  b, 

-2yc{  =  c,         y2{l\n{  —  \)=  ac — b2~\. 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  III.  —  Fasc.  II,  1887. 
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X  4-  l\  A  ( X  4-  b\  .     « 
! —  1  ro 


./■ 


2  tO  =      •  2  W  -h  -  OJ 


+  <V-^  /  c  .r  —  b       , 


4/2  =  X,24-  A, 

où  x  est  impair.  Dans  les  deux  cas  le  module  est  déterminé  par  l'é- 
quation 

a'Ç2  4-  il/C  4-  c  =  o. 

Par  là  nous  avons  rapporté  les  modules  aux  déterminants  —  A,  an 
lieu  de  les  rapportera  leurs  degrés,  et  nous  n'avons  plus  à  distinguer 
les  deux  espèces  de  modules,  mais  seulement  les  multiplicateurs  des 
formes  x  4-  i\Jà  et  ^(.x'4-  <VÂ),  dont  la  dernière  n'existe  que  si  A  est 
de  la  forme  \  1t  —  1  et  x  impair.  On  remarquera  que  dans  les  équa- 
tions (61)  le  premier  et  le  dernier  coefficient  x  4-  b  et  x  —  b  sont  de 
la  même  parité,  tandis  que  dans  (62)  les  coefficients  correspondants 
sont  de  parités  contraires. 

En  faisant  usage  de  (61)  et  (O2),  il  arrive  quelquefois  qu'un  même 
module  est  rapporté  à  plusieurs  déterminants;  mais  on  voit  que  sa 
multiplicité  comme  racine  est  intacte,  en  se  rappelant  que  cette  multi- 
plicité est  (''gale  à  la  moitié  du  nombre  des  multiplicateurs  avec  lesquels 
le  module  satisfait  à  l'équation.  Pour  chaque  déterminant  auquel  un 
module  se  trouve  rapporté,  il  doit  donc  être  compté  comme  racine 
simple  si  x  est  zéro,  ou  si  x  doit  être  pris  avec  un  signe  déterminé, 
comme  racine  double  si  ./■'-  ^>  o  et  le  signe  de  X  est  arbitraire. 

En  égalant  le  nombre  des  racines  ainsi  déterminé  au  degré  connu 
de  l'équation  finale,  on  a  une  relation  entre  certains  nombres  de  classes 
appartenant  à  une  série  de  déterminants  de  la  forme  —("  —  a:*)  ou 
de  la  forme  —  (K\n  —  x'1). 

*2o.  En  faisant  \[k0  =  \Jk,  on  obtient  une  équation  en  \jk  du  degré 
$(/î)-f-  ll'"(//),  pourvu  que  n  ne  soit  pas  un  carré  parfait;  dans  ce  cas 
il  faut  préalablement   débarrasser   l'équation  modulaire  du  l'acteur 

y//>0  —  \U.  Pour  comprendre  les  deux  cas  dans  une  même  formule,  nous 


MULTIPLICATION    COMPLEXE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  I  f)  l 

écrirons  entre  crochets  les  termes  qui  doivent  être  omis,  quand  «n'est 
pas  un  carré;  ainsi  notre  équation  sera  du  degré  (I>(//)-h  Y(n)—  |  1 1. 
Elle  admet  les  racines  o,  ±  i  et,  si  n  est  de  la  forme  \1i  ■+•  i,  encore 
±  i.  Or,  puisque  dans  les  points 

r=y  =  o,  x=y=±i,  x  =  y  =  ±  «, 

les  directions  des  tangentes  de  la  courbe  f{x,  y)  =  o  ne  coïncident 
pas  avec  la  droite  x  =y,  la  multiplicité  de  chacun  de  ces  points,  con- 
sidéré comme  point  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite,  est 
égale  k$(n)  —  W(n)  —  [i].  Donc,  en  supprimant  ces  racines,  le 
degré  de  l'équation  finale  sera 

6Y(n)-4*(»)  +  [4] 

si  n  est  de  la  forme  l\h  -+-  i , 

4Y(»)-  2$(n) 

si  n  est  de  la  forme  [\h  —  i . 

Pour  que  la  racine  carrée  d'un  module  singulier  définie  par  les  for- 
mules (61)  ou  (62)  satisfasse  à  l'équation  finale,  il  faut  que  l'une  ou 
l'autre  de  ces  multiplications  complexes  se  déduise1  d'une  transforma- 
tion de  la  forme  (Go)  suivie  d'une  transformation  linéaire  (  ,  ,  )>  c'est- 
à-dire  que  les  quatre  coefficients  de  la  multiplication  complexe  doivent 
être  respectivement  égaux  aux  nombres 

ni,     sii ',      —  /•/  +  ?■'//",      —  st+  s'  11". 

Dans  notre  cas  on  a 

i  =  r'=o         (inod,^), 

de  sorte  que  ni  et  —  st  -+-  s' n"  sont  impairs;  donc  il  ne  peu!  être 
question  que  des  équations  (61).  On  doit  donc  poser 

./•  -f-  b  =  /'//  .         a  =  sn  . 
—  c  =  —  ri  -+-  r  n" ,  x  —  b  =  —  -s7  -H  s' ri  . 


IQ2 


(.) 


SYLOW. 


par  suite  x  4_  J,  ci  x  —  b  seront  impairs,  a  et  c  divisibles  par  \.  et 
l'on  aura 

A  =  ac  -  b-  ==  o  ou  e=—  i  ( niod4). 

Réciproquement  on  voit  sans  peine  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 
Supposons  d'abord  que  n  soit  de  la  forme  l\h  -h  i;  dans  ce  cas  x 
sera  nécessairement  impair,  &  pair,  puisque  autrement 

A  =  //  —  x2=  i  (  modZj  ) 

ce  qui  est  impossible.  Donc  les  modules  peuvent  correspondre  à  toute 
forme  quadratique  (a,  b,  c)  du  déterminant 

dans  laquelle  a  et  c  sont  divisibles  par  4,  &  pair,  en  d'autres  ternies,  à 
toute  forme  quadratique  du  déterminant 

-l[»-(^  +  i)2] 

dont  les  coefficients  extérieurs  sont  pairs.  Ainsi  on  a  pour  chaque  va- 
leurs de  (2H  -h  \f  un  nombre  de  classes  égala 


G 


rt  —  (2Ê+l)! 


F 


/<  —  (2;  -4-  i)2 


A.  l'exception  des  modules  linéaires  qui  pourront  se  présenter,  il  y 
a  pour  chaque  classe  vingt-quatre  valeurs  de  yk,  toutes  des  racines 
doubles,  puisque  le  signe  de  2%+  1  est  arbitraire.  Mais  nous  conser- 
verons au  premier  membre  de  l'équation  le  coefficient  \S  devant  tous 
les  termes  en  ajoutant  au  second  membre  une  correction  G.  <  )n  ,1 
donc 

i8^JG["n"(24  +1)']  -F[W'""(a4"+"),]j 
=  6T(/i)-  4$(»)  +  [4]  +  C. 

Déterminons  maintenant  la  correction.  Pour  rencontrer  des  modules 

..     ,    .          ,     ,               .,              .         .,  f                  n —  (2S  +  1)8       .. 
linéaires  de  la  première  espèce,  il  tant  que  -f ■  soil    un  carre 
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parfait;  mais,  puisque  a  et  c  doivent  être  pairs,  ce  carré  sera  lui-même 
pair  :  donc  il  faut  que  «=(2:  +  i)2  +  iGvf.  Si  cette  équation  a  lieu, 
on  a  les  valeurs 

^=±^±7,  N/£=±(v/2±i),  s/k=±i(s/z±i     : 

douze  valeurs  de  \fk  au  lieu  de  vingt-quatre;  ces  racines  étant  doubles, 
la  partie  correspondante  de  la  correction  sera  i2©"(/i)  —  [i  2  |.  On  a 
des  modules  linéaires  de  la  seconde  espèce  si  n  =  (2^  -+-  i)2  -h  '{(rr,)2, 
et  dans  ce  cas  on  a  compté  vingt-quatre  valeurs  de  \fk  au  lieu  de  huit, 
ce  qui  amène  une  correction  de  iG'|(/i)  —  [iG].  Enfin  un  dernier 
lerme  de  correction  égal  à  [12]  est  exigé  par  la  circonstance  qu'on  a 
G(o)=  \.  Donc  enfin  on  a 

C  =  )-2f(/i)-h  i6ty(n)  —  [16]. 

En  substituant  et  divisant  par  2,  on  a,  pour  n  =  4  A  h-  i, 


(63) 


Il  —  (2;  -+-1)2 


(24lG[/t-(f,)']-a^FL 

j       =3¥(^)-2$(/i)4-6<p*(«)+8+(/ï)-[6], 


où  le  nombre  2H  4-  1  doit  prendre  toutes  les  valeurs  impaires  el  posi- 
tives qui  ne  surpassent  pas  \]n. 

Si  n  =  4  h  —  1 ,  x  est  pair,  &  impair,  et  par  suite  A  =  ac  —  b'1  est  de 

la  forme  S//  —  1 .  11  s'ensuit  que  x  aura  les  valeurs  o,  i,  8,  [2 >\  // 

est  de  la  forme  8/t  —  1,  mais  les  valeurs  2,  6,  10,  ...,  si  n  esl  de  la 
forme  Hh  +  ï.  Or,  si  dans  une  forme  (a,  b,  c)  du  déterminanl 
—  (8//  —  1),  les  coefficients  a  et  c  sont  pairs,  l'un  d'eux  sera  divisible 
par  i,  et  A  sera  impair;  de  plus,  il  y  aura  toujours  une  Forme  de  la 
même  classe  dans  laquelle  a  et  c  sont,  les  deux,  divisibles  par  i;  en 
effet,  si  Ton  a,  par  exemple,  c  =  2  (mod4),  on  déduira  par  la  transfor- 

tion  linéaire  (  '  °  )  une  nouvelle  forme  an  bn  c,  dans  laquelle 

a,  =  a, 

c,  =  an-  2 />  4-  c  =  o        Onod  i  >. 


ma 
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Il  y  a  donc,  parmi  les  racines  de  l'équation,  des  valeurs  de  \'k  ap- 
partenant à  chaque  classe  de  formes  du  déterminant  —  A  dont  les 
coefficients  extérieurs  sont  pairs.  Le  nombre  de  ces  classes  est 

G(A)-F(A)=F(A). 

Or,  si  \[k  est  une  de  ces  racines,  les  autres  racines  appartenant  à  la 

même  classe  s'en  déduisent  par  les  transformations  linéaires  (   ,    ,  J  qui 

conservent  les  congrucnccs  a  =  c  =  o  (mod4);  il  faut  pour  cela  (pie 
/•/•'  cl  .ç.s-'  soient  pairs,  c'est-à-dire  que  /•'  et  .9  soient  pairs,  ce  qui  donne 
les  racines 

±  sjk, 


i 


ou  (pie  /•  et  s'  soient  pairs,  ce  qui  donne 

Il  y  a  donc  huit  racines  par  classe  ;  elles  sont  racines  doubles,  excepté 
pour  x  =  o.  On  ne  rencontre  pas  de  modules  linéaires. 
Ou  est  ainsi  conduit  aux  deux  formules  suivantes  : 
Pour  n  =  8  A  —  i,  on  a 

(64)  /,|K(//)+2F(//-42)  +  2F(/*-82)^...|  =  2¥(//)-(l>(//». 
et  pour  n  =  8 A  -+-  3 


(65) 


[\  \'±Y(u  —  23)+  i¥{n  —  62)  +  2F(n  —  io2)  -+-. . .  | 
=  2?(n)-$(n). 


2(».    Faisons  \Jk,  — p«  En  substituant,  on  a  une  équation  en  \jk 

du  degré  2$( n),  qui  n'est  satisfaite  ni  par  \ />  =  o,  ni  par  \  A  =±i. 
Mais,  si  //  =  \h  -+-  i ,  elle  admet  les  racines  \Jk  =±  i,  et  Ton  voit  comme 
précédemment  que  leur  multiplicité  est  $(/i)—  *F(/ï);  donc,  en  sup- 
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primant  ces  racines,  on  obtient,  pour  n  =  4/^4-  1,  une  équation  finale 
du  degré  2^V(n). 

En  poursuivant  l'analyse  de  la  même  manière  qu'au  numéro  précé- 
dent, on  est  conduit  aux  trois  équations  suivantes  : 

Pour  n  =  ï\li  -h  1 ,  on  a 

(GG)        2t^(^-i2)+2F(rc-32)+2F(«-52)  +  ...]  =  Y(n); 

pour  11  =  8  k  —  1 , 

(67)  4[>FO-  22)  +  2F(«  _6*)-f-2F(/*-  I02)-h...|=<I>(rt); 

et,  pour  «  =  S  h  -+-  3, 

(68)  4[F(»4-2FO  -  f  )+  2F(/i  -  82)-k..]  =  $<>  ). 

De  même,  en  faisant  \fk.  =  — =»  on  trouve  : 
Pour  /^  =  \h  h-  1 , 

(69)  2[F(#l)+2F(#l-  22)+2F(/Z  -42)  +...]  =  $<»  ■+-  (p(«)' 

et,  pour  /j  =  L\h  —  1, 

(70)  2[2=F(/i-  i2)4-2F(/z-  32)-f-2F(«  -  5a) -h...  )  =  <!>(//). 

Enfin,  faisant  dans  l'équation  modulaire 

/(A,A,)=o, 
qui  a  lieu  entre  k  et  A,, 

et  chassantle  radical yfk,  on  obtient  une  équation  en  A  du  degré  \$(n 1. 
qui  n'est  satisfaite  ni  par  k  =  o,  ni  par  A  =  ±i.  En  raisonnanl  sur 
cette  équation,  on  ne  rencontre  que  des  multiplicateurs  de  la  forme 
±(x  4-  ïy/A),  et  l'on  obtient  facilement 

(71)  F(4«-ia)-+-F(4«- 32)+-F(4«      5")-k ..=  $(«). 
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27.  Des  équations  (G3)  à  (70)  on  déduit  les  formules  IV,  \  ,  A  I  de 
Al.  Kronecker.  En  effet,  les  équations  ((34)  à  (;°)  donnent,  pour  toute 
valeur  impaire  de  //. 

|  2[F(»)+2F(/ï-  r)+2F(«  -  22)-H2F(//  -  V)  +  ...\ 
(?2)       (       =$(n)+Y(n)+9(n), 


(73) 


,   2[F(n)-  2F(/i-  i2)+2F(n-2J)-  aF(/i  -  V)  +  ...\ 


=  (-02    [*(*) -*(»)] +  ?(*), 


c'est-à-dire  les  équations  Y  et  VI.  Pour  avoir  l'équation  [V,  remar- 
quons qu'au  moyen  de  la  formule  2F(A)=  F(4A)+  1,  où  le  dernier 
terme  doit  être  omis  si  A  n'est  pas  un  carré  impair,  on  trouve 


iAYI 


2  4 


n_-(aÇ  +  i)«- 


=  '2  VFf/î  -(2Ï  4-l)2]H-6<p(û)-  ()'f  (//  ): 


donc,  en  vertu  de  l'équation (66),  on  a,  pour  n  =  l\h  ■+■  1, 


2/1  y  f 


«  — (2;  +  i)2" 


=  3T(/i)+6ç(n)-  6<p"(/0 


et,  en  ajoutant  cette  équation  à  (  63), 


242  G 


n  —  (2£h-i)s 


=  6T(/i)-  2$(/î)+-6ç(«)+  8<|>(n)-[6]. 


Or  F  équation  (72)  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante 
2 [G (n)-\-  2G(n  —  i'2)-h  2G(n  —  2J)  +  2G(n-  32) -*-...] 

-42G — 1 — 

=  *(i»)  + T(»)+(p(n); 

donc  enfin 

3[G(/i)+2G(n-  i'î)+2G(n-  22)+2G(fl-  32)-+-...j 
=  &(h)  +  3Y(h)+3ï(i»)+2+(h)-[{]ï 
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c'est  là  l'équation  IV  démontrée  pour  n  =  4  A  -h  i  (4  ).  Pour  n  =  h—  i , 
on  la  tire  des  formules  (64),  (65),  (67),  (68),  (70),  en  y  exprimant 
F(A)parG(A). 

28.   Pour  avoir  des  formules  dans  lesquelles  le  nombre  impair  n  est 
remplacé  par  2^,  partons  toujours  de  la  transformation  du  degré  n 

£,  2(0  =      11' .  2W0, 
£,  0/  =  —  t.2(x>0-\-  n"(x>0, 

qui  donne  l'équation  modulaire 

/(M'o)=0, 


et  faisons-y 


ou  bien 

(74) 

ce  qui  donne 


£.2(O0  =  2(0,,  £".2(0,=:        p.  2  0)  -f- 4<3"  Cl)', 

S.'0)'0  =  —    2(0,,  £"(o't  =  2p'.  2(0  -+-      (T'a)'. 

po-'  —  8p'a  =  1, 


£'£".2(00=         4p'-  2W  +  20r'o)', 

ê'e"        o/o  =  —    p.  2(0  —  4c  W, 

1  1  —  k0  ,  1  —  A 

1  +  Aft  °        1  +  A 


Évidemment  l'équation  en  k  est  du  degré  2(l)(/z);  elle  a  pour  racines 
les  modules  qui  admettent  une  multiplication  de  la  forme  suivante  : 


(75) 


£.2(0    =4p'ft'.2û)  +  2(l'n'û)', 

£        (o'  =  —  (^p't  -h  P'  fi").  2(0  —  (2  0-'  £  H-  4(3''Oa>'- 


En  raisonnant  sur  cette  équation  comme  dans  les  nos  25  et  26, 
on  trouve  facilement 

F(2ft)+2F(2/i  -   22)+2F(2«  -  42)-(-.  ..=  $(/*). 


(')  Dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker  le  dernier  terme  —  [f]  a  été  omis. 

Journ.  de  Math.  {If  série),  tome  III.  —  Fasc.  II.  2^ 
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De  même,  en  écrivant,  dans  les  équations  (74),  (75),    i<rH-2  au 
lion  de  r|7,  c'est-à-dire,  en  faisant 

,        1  +  k0            ,               1  —  /■ 
h  =  7-  >         A  0  — ; — /  ' 

1  —  A0  I  -+-  A 

on  obtient 

2F(272  -  12)+  2F(2/Z   -   32)+  2F(2//   -  52)  -h  . . .  =  2$(»)  -+-  9  (//). 

En  ajoutant  et  soustrayant  membre  à  membre  les  équations  trou- 
vées, on  a,  pour  toute  valeur  impaire  de  n, 

j    F(27î)+  2F(2rt  —  I2)-h  2F(.2fl  —  22)  +  'lV(-2/l  —  V  )-{-... 

^   (     =2$o)-t-<pO)> 

F(2/l)—  2F(2/2  -  I2)+  2F(2«-22)-  2F(2/I  -  3a)  -+-...=  -  9(1»), 

c'est-à-dire  les  équations  II  et  111  de  M.  Kronecker. 

*21).   Des  équations  (71)  et  (72)  on  tire  aisément  la  suivante 

(  F(4/i)4-2F(4n-i2)+2F(4/i-  22)-h-F(  \n  -  3»)  +  ... 

(77)  1       =  •}<!>(//)  +T(/i), 

qui  est  un  cas  spécial  de  la  formule  I  de  kronecker.  Mais,  pour  la  dé- 
montrer généralement,  il  nous  faut  une  nouvelle  équation,  que  nous 
tirerons  de  la  considération  d'une  transformation  de  degré  pair,  appar- 
tenant au  second  cas  (voir  n"  15).  En  conservant  la  lettre  n  pour  dé- 
signer un  nombre  impair,  nous  dénotons  le  degré  de  la  transformation 
par  m  =  2TC//  ;  en  faisant  comme  précédemment  n  =  //'//",  la  transfor- 
mation dont  il  s'agit  est  définie  par  les  relations 

£02  0J    =     «'.2Û)0, 

£0      C0'=—  /.20)0  -+-  27T/*"C0'U. 

L'équation  modulaire  correspondante 

(78)  f(k\kl)  =  o 
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est  le  produit  de  plusieurs  équations  modulaires,  principales  et  irré- 
ductibles, du  cas  II,  dont  les  degrés  sont  des  facteurs  de  m  de  la  forme 
'in('2h  -\-  i).  De  ce  qui  est  dit  au  n°  15  nous  pouvons  conclure  que 
notre  équation  est  du  degré  zn$(n)  en  A2,  aussi  bien  qu'en  £*,  et 
que  les  plus  hautes  puissances  de  A2  et  de  k\  se  trouvent  multipliées 
ensemble.  Donc,  en  faisant  A2  =  k2,  on  obtient  une  équation  en  k2  du 

degré  2TC+,(I)(ft).  Comme  le  fait  voir  la  relation  £0=  „  ^  ,  celle 
équation  a  la  racine  A2  =  o. 

Pour  en  trouver  la  multiplicité,  il  suffit  de  remarquer  que,  pour  les 
infiniment  petites  valeurs  de  A2,  l'équation  peut  être  écrite 

II[(A2)2^'-A(Ar]  =  o, 

où  n  doit  être  égalé  successivement  à  tous  les  diviseurs  de  //.  Il  eu  ré- 
sulte, en  effet,  qu'on  trouve  la  multiplicité  de  la  racine  zéro  en  décompo- 
sant le  nombre  m  de  toutes  les  manières  possibles  en  deux  facteurs  dont 
l'un  est  impair,  et  faisant  la  somme  de  ceux  qui  sont  moindres  que  \  m. 
Nous  désignerons  cette  somme  par  S  (m).  Enfin,  puisque  l'équation  (78) 
peut  aussi  être  écrite  f  (k'0,  k'2)  =  o  (15),  on  voit  que  l'équation 
/(A2,  A2)  =  o  admet  la  racine  A2  =  1  avec  la  multiplicité  S(m).  Donc, 
en  supprimant  les  racines  o  et  1,  on  a  une  équation  finale  du  degré 

2ir+,$(w)—  2S(m). 

En  égalant  ce  degré  au  nombre  des  racines  de  l'équation,  on  trouve 
facilement  la  formule  suivante  : 


(79) 


F(4m~i2)-f-F(4m-38)-?F(4m-5a)-h... 


1       =  2W$(«)  —  S(m). 
Faisant  m  =  2//,  l'équation  (76)  donne 

F(4m)-f-  2F(4m-  22)-h  2F(4m  -  4a)4-...  =  4$(«)ï 

donc,  ayant,  pour  m  =  'in, 

2S(m)=  $(/»)-  T(w)=  3$(/l)       'H/"  >: 
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on  trouve 

j  F(4m)  +  2F(/|W-r/)  +  2F(4m-2-j  +  ... 
(8°)      (       =5f(/i)  +  ¥(m)=$(m)  +  ¥(m)+  2$(/i); 

cette  équation  a  aussi  lieu  pour  tt  =  o,  m  =  ri,  puisque  dans  ce  cas  elle 
rentre  dans  (77).  Par  là  la  formule  (I)  de  M.  Jvronecker  est  démon- 
trée pour  tc  =  o  et  71  =  1.  Pour  achever  la  démonstration,  il  suffit 
maintenant  de  faire  voir  qu'elle  subsiste  pour  le  nombre  \m,  si  elle 
subsiste  pour  le  nombre  m.  En  multipliant  l'équation  (80)  par  2,  on 
obtient 

F(i6m)  -h  2F(i6m  —  22)  h-  2F(iO/>*  —  42)  -+-... 
=  2<1>(»  ■+-  2Y(m)  +  4<I>(»; 

de  plus  l'équation  (79)  donne 

2F(i6to— i2)  -+-  2F(i6w  —  32)  -+-  2F(i6m  —  52)  +  . .  . 

=  2*<-3$(n)  —  2S(4m), 
donc 


(8,) 


F(iGm)  -+-  2F(iGm  —  i2)  -h  2F(i6tw  —  22)  h-  . . . 
=  (2w+8-f-4)$(»)+  2$(m)  +  2%)  -  2S(4m). 


Or,  si  l'on  désigne  pour  un  moment  par  T (m)  la  somme  des  fac- 
teurs de  m  qui  sont  moindres  que  \/m,  on  a 

T(4m)=  2f(m)-}-S(4m); 
donc 

2S(4w)=  2T(4^)  — 4T(m) 

=  <l>(4m)  -  T(4m)  -  2$0)  ■+-  2?(m). 

En  substituant  cette  expression  de  S(4#0  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (81),  il  devient 

(2R+3  +  4)$(n)-$(/iw)+1F|  im)+  i$(m) 
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ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  $(m)  =  (27l+l  —  i)  (I>(/z), 

$(4m)H-¥(4m)+  2$(/i), 
ce  qui  achève  la  démonstration  de  l'équation  (80). 

V.  —  L'équation  de  la  division  des  périodes;  l'équation  modulaire. 

30.   Soit  k  un  module  singulier  du  déterminant  —  D,  défini  par 
l'équation 

aÇ2  -+-  2^'C  4-  c  =  o, 

le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a,  ib,  c  étant  1  ou  2  sui- 
vant l'espèce  du  module,  et  soit  pour  abréger  £  =  i\/D.  Supposons  de 
plus  que  k2  satisfait  à  une  équation  algébrique 

$(/r)  =  o, 

du  nombre  de  celles  que  nous  avons  déduites  dans  le  §  III,  nos  10,  1 1 . 
13,  14,  16-19.  Regardons  A2  comme  une  quantité  connue;  soit  p  un 
nombre  impair,  et  considérons  l'équation  du  degré  p2  —  1 

F(*)  =  o, 

dont  les  racines  sont  les  quantités  X  (  — ]>  et  dont  les  coefficients 

sont,  comme  on  le  sait,  des  polynômes  en  k2  à  coefficients  entiers. 
Si  l'on  désigne  par  Q  une  période  quelconque,  on  a  (n°  21  ) 

r(jr  -h*e)Q-| P 

1  '  J-<M!)'G)»' 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  entières  de  M-)>  ^a  et  de  e.  Or  on  sail 

que  [/.(  -)  v  (  -  )  peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de  Xa  f -^  ) 
et  de  k2  :  donc  on  peut  déduire  de  L'équation  précédente  une  relation 


202 

de  la  forme 
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(82) 


>m  =/[>(!)] 


/dénotant  une  fonction  rationnelle  dont  les  coefficients  sont  des  poly- 
nômes en  k2  ol  en  £  à  coefficients  entiers.  Il  importe  de  remarquer  que 

l'expression  y   M")     cst  identiquement   la   même  pour    toutes  les 

périodes  et  pour  tous  les  modules  qui  satisfont  à  l'équation  <I>(Â~2)=  o. 
Au  moyeu  des  relations  (82),  il  est  facile  de  faire  voir  que  l'équa- 
tion F(z)  =  o  est  abélicnnc,  au  moins  après  l'adjonction  de  s.  En  fai- 
sant 

tô  =  m  .  2to  -h  m'(x>', 
d'où 

sct  =  (mb  —  m'c)  2co  -h  (ma  —  m' b)  a/, 

on  voit  aisément  que  l'aire  du  parallélogramme  (crr,  sgt)  est  égale  à  celle 
du  parallélogramme  (20J,  w')  multiplié  par  (am2 —  ibmiri  -+-  cm  -  >. 
Or,  si  la  classe  de  formes  quadratiques,  à  laquelle  correspond  le  module, 
contient  la  forme  x2  -h y2T>,  on  peut  faire  am'2 —  ibmm' -+-  cm'2=  1  ; 
par  cela  le  parallélogramme  (cr,  scr)  devient  élémentaire,  et,  par  suite, 
toutes  les  périodes  sont  contenues  dans  l'expression  (/•  4-se)tar.  Pour 
les  autres  modules,  cela  n'est  pas  possible  ;  mais  dans  tous  les  cas  on 
peul  rendre  am- — •ibmm' ' -+-  cm'2  premier  à  p.  La  période  ~>  étant 
choisie  de  cette  manière,  on  démontre  facilement  que  l'égalité 


X 


(/■  -\-  sz)w 

p 


=  > 


(r'-hs'e)© 


exige  qu'on  ait 


/■       /■ 


.s  =  s'     (mod />), 

le  l'équi 

Or,  en  remplaçant,  dans  les 


et  que,  par  conséquent,  toutes  les  racines  de  l'équation  F  (s)  =  0  son! 

contenues  dans  l'expression  A    - 

équations 


"(/•  +  Ss)w 


x[tep-\-/[xÇ)].     xp^as]-/,^)] 
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xs  respectivement  par  (/■'  -f-  s'z)  tar,  (r  -+-  se)  err,  on  trouve 


20  > 


A 


(r-+-sz)(r'+s'z)t3 


=  //■ 


1 


pn 


=A)f 


x 


-VI  i' 

y»/  J  S 


ce  qui  fait  voir  que  l'équation  F(z)  =  6  est  abélienne,  si  e  est  une 
quantité  connue,  ou  si  elle  a  été  adjointe  à  l'équation.  Dans  les  cas  de 
la  première  catégorie  d'un  déterminant  de  la  forme  —  (^h—  1), 
£  s'exprime  rationnellement  en  k2  ;  clans  les  autres  cas,  l'adjonction  de  1 
peut  être  remplacée  par  celle  de  i  (n°  22).  Mais,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  l'introduction  de  s  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (82)  a 
eu  pour  effet  de  rendre  les  mômes  formules  applicables  à  tous  les  mo- 
dules qui  satisfont  à  l'équation  $(/r2)  =  o.  Cela  n'a  pas  d'importance 
quand  il  s'agit  seulement  de  la  résolution  de  l'équation  F  (s)  =  o;  mais 
c'est  un  point  essentiel  pour  les  applications  que  nous  avons  à  faire  des 
propriétés  de  cette  équation. 

D'ailleurs  les  modules  de  la  seconde  espèce  peuvent  être  traités,  ici 
et  plus  bas,  d'une  manière  spéciale,  en  faisant  usage  des  multiplicateurs 

de  la  forme — ;  mais,  puisque  cela  n'exige  que  des  modification- 
légères,  il  suffit  de  l'avoir  indiqué. 

51.  En  étudiant  de  plus  près  la  résolution  de  l'équation  de  division 
des  périodes,  nous  nous  bornerons  au  cas  ou  p  est  un  nombre  pre- 
mier impair;  la  résolution  étant  connue  pour  ce  cas,  on  en  tire  celle 
des  équations  plus  générales  par  la  théorie  de  la  division  de  l'argument 
et  le  théorème  d'addition.  On  sait  que,  pour  les  modules  indéterminés, 
le  groupe  de  l'équation  proposée  est  le  groupe  linéaire  du  degré  p- —  i , 
et  qu'en  adjoignant  à  l'équation  les  racines /V"11,s  de  l'unité,  il  se  réduit 
au  groupe  de  monodromic,  qui  contienl  les  substitutions  linéaires 
dont  les  déterminants  sont  congrus  à  l'unité  suivant  le  module/?  (  '  |. 

(')  Voyez  le  Traité  des  substitutions  de  M.  JORDAN,  n"  VT(i.  Dan-  une  Note 
insérée  aux  Comptes  rendus  de  la  Société  des  Sciences  de  Christiania. 
année  1871,  j'ai  démontré  que  le  groupe  algébrique  contient  toutes  les  substitu- 
tions linéaires,  et  qu'il  se  réduit  au   groupe  de   monodromie   par  l'adjonction 

de  e  P  .  M.  Kronecker  a  donné  une  autre  démonstration  dansles   MonatsberichU 

de  l'Académie  de  Berlin,  année  iN-.">.  M.  II.  Webbr  j  en  a  joinl  1 troisièox 

dans  son  travail  sur  la  multiplication  complexe  (Acta   mat/iematica,  t.  \  I  I. 
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Par  conséquent,  si  k  est  un  module  singulier,  le  groupe  de  l'équa- 
tion F  (s)  =  o  est  contenu  dans  le  groupe  linéaire,  et  si  Ton  adjoint  la 

quantité  e  p  ,  il  est  contenu  dans  le  groupe  des  substitutions  linéaires 
dont  les  déterminants  sont  congrus  à  i  (mod  p).  On  sait  de  plus  que 
pour  les  modules  de  la  première  catégorie  dont  le  déterminant  est  de 
la  forme  —  (4  A  —  i)  le  groupe  ne  peut  contenir  que  des  substitutions 
compatibles  avec  les  relations  (82);  la  même  chose  a  lieu  pour  les 
autres  modules,  quand  on  adjoint  à  l'équation  l'irrationnelle  i yD.  En 
faisant 


on  a  la  relation 

ou  bien 

Soit 

S  =  |  a?,  y     rx  -h  sy,  r'x  -+-  s'y  \ 

une  substitution  du  groupe;  on  a,  en  exprimant  qu'elle  laisse  subsister 
la  relation  ci-dessus 

r(bx  —  cy)  -+-  s(ax  —  by) 

=  b(rx  -+-  sy)  —  cir'x  H-  s'y), 
(83)  |  V  , 

j  7-'(bx  —  cy)  -+-  s'(ax  —  by) 

=  a(rx  4-  sy)  —  b(r'x  ■+-  s'y) 


(modp), 


congruences  qui  doivent  être  vérifiées  'pour  toute  combinaison  de 
valeurs  de  x  et  dey,  et  qui  expriment  en  même  temps  que  S  est  échan- 
geable à  la  substitution 

|  x\y     bx-cy,ax-by  |, 

si  d'ailleurs  ce  symbole  désigne  réellement  une  substitution.  On  en 
tire 
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De  même  les  conditions  à  remplir  pour  que  S  soit  échangeable  à  la 
substitution 

|  x,y     r%x  +  sKy,  r\x  +  s\y  | 

sont  les  suivantes 

—  = =  —     (mod  p). 


Il  s'ensuit  que  les  substitutions  définies  par  les  congTiiences  (84) 
sont  échangeables  entre  elles;  elles  forment  évidemment  un  groupe, 
que  nous  désignerons  par  G.  De  ce  qui  précède  on  conclut  que,  pour 
les  modules  de  la  première  catégorie  dont  le  déterminant  est  de  la 
forme  —  (/\h  —  i),  le  groupe  de  l'équation  F(z)  =  o  est  contenu  dans 
le  groupe  G,  et  que,  pour  les  autres  modules,  cela  a  aussi  lieu,  pourvu 
qu'on  adjoigne  à  l'équation  la  quantité  z.  Pour  trouver  quel  peut  être, 
pour  ces  derniers  modules,  le  groupe  avant  l'adjonction  de  e,  considé- 
rons la  relation 


.27.2  10  H-  vco'  v 

Me-    "TT" —    =/« 


ûC.ltù  -+-  y  ta' 
P 


qu'on  obtient  de  la  précédente  en  l'élevant  au  carré,  et  dans  laquelle 
z  n'entre  pas  [n°  21,  équation  (37)].  On  voit  immédiatement  que  les 
substitutions  du  groupe  vérifient  ou  les  congrucnccs  (84)  ou  celles 
qu'on  en  déduit  en  changeant  le  signe  des  seconds  membres;  on  trouve 
ainsi  les  substitutions  de  G  et  celles  de  la  forme  suivante 

T  =   |  x,  y    rx  4-  sy,  r'x  —  ry  \ , 

/■,  /•',  s  satisfaisant  à  la  congruence 

as  -+-  ibr  —  cr'^  o     (  mod  p). 

Ces  substitutions  forment  un  groupe  H,  contenant  (i,  el  l'on  sail 
<jiie,  pour  les  modules  en  question,  le  groupe  de  l'équation  F(  z  )  =  o, 
sans  adjonction  préalable,  est  contenu  dans  II.  Enfin  nous  désignons 
par  T  le  groupe  contenant  celles  des  snbsiii ii lions  de  G  donl  les  déter- 
minants sont  congrus  à  i(mod^). 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  lome  III.  —  Fasc.  II. 
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Dans  ce  qui  précède  on  peut  remplacer  les  périodes  2co  et  co'  par  la 
période  nr,  définie  au  numéro  précédent,  et  -/  =  zxn,  pourvu  qu'on  rem- 
place les  nombres  a,  b,  c  respectivement  par  i,  o,  —  D;  par  là  on 
obtienl  pour  S  la  forme  suivante 


S  = 


./•,  y     rx  —  r'Dy,  r'x  ■+-  ry 


el  Ton  trouve  qu'elle  remplace  A 
La  substitution  T  devient 


\x  +  rO"' 


par  A 


P  J 


T 


x,y     rx  +  r'Dy,  r'x-  ry  |; 


elle  remplace  A 


\x  -hyi)  w 


par 


A 


(r  +  r'e)(#  —  yt)- 


stitutions  de  11  se  trouve  la  suivante 


T„  = 


^y 


p 


y 


•  Parmi  les  sub- 


el  Ton  a 


T  =  T0S, 

T~'  ST0  =  |  x,  y     rx  -+-/-'Dy,  —r'x  -f-  ry   \ 

=  S-«  |  37,7    (r"+  r'2D)a7,(r2-f-r'2D)7  |; 

on  en  conclut  que  les  substitutions  de  11  sont  permutables  à  (i,  el  que 
son  ordre  est  le  double  de  celui  de  G,  comme  cela  doil  être,  si  le 
groupe  de  l'équation  F(z)  =  o  se  confond  effectivement  avec  II 
{voir  le  Traité  de  M.  Jordan,  n"s  376,  378). 

L'ordre  du  groupe  (I  est  différent,  suivant  que  —  D  esl  résidu  qua- 
dratique de  />,  divisible  parjD,  ou  non-résidu  quadratique  de  p\  on  le 
trouve  égal  à  ( p  —  i)-  dans  le  premier  cas,  àp-  —  p  dans  le  deuxième, 
el  à  p2  —  i  dans  le  troisième.  Examinons  séparément  ces  trois  cas. 

A.  Supposons  que  —  I)  soit  résidu  quadratique  de  p  el  taisons 


o 


n  a 


p2-+-D=/>gr. 

r  ( ,/;  _|_  yt)  m  I  I  g  (.r+   V£)  T7T  1 
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et  l'on  remarque  les  deux  systèmes  contenant  chacun  p  —  i  racines 
d'une  forme  spéciale 

OÙ/  =   I,    2,  ...,(/?—  i). 

Par  les  substitutions  de  G  les  racines  de  chacun  de  ces  systèmes 
s'échangent  entre  elles;  en  effet,  on  a 


tq(r  -+-r's)rs 


tq{r-\-r'z)xs 


±  tqr'xs 


=  x 


fr7(;-±;-'p)BTl 
Ph16  J 


Par  la  substitution  T0  les  deux  systèmes  s'échangent   en  Ire  eux. 
Donc  l'équation  F(j)  =  o  est  réductible  et  se  partage  en  deux  autres 

F,(jï)  =  oj        F2(^)  =  o, 

dont  la  première  est  du  degré  z(p  —  i),  la  seconde  du  degré  (p  —  i)2. 
Quand  le  groupe  est  contenu  dans  G,  soit  originairement,  soit  par 
adjonction  de  £,  la  première  se  partage  de  nouveau  en  deux  équations 
du  degré  p  —  \ , 

F,o)  =  o,      f;  (.-)  =  „, 

dont  la  première  a  pour  racines  les  À  (  —  —  y  la  seconde  les  A  l  "  y 
En  adjoignant  à  l'équation  F(s)  —  o  les  deux  quantités  A  (  _  y 
1    son  groupe  se  réduit  à  la  substitution  identique;  par  consé- 


quent les  racines  de  l'équation  F(-)  =  o  s'expriment  rationnellemenl 
par  \{-^—\  et  X  (  -%—\.  Et,  en  effet,  on  peut  l'aire 

L     p2  +  d    - 


=  1 


-  <l  ™  1\  ' 

— h  - 

\?  — s      p' 


et  trouver  ainsi  l'expression  en  question.  D'ailleurs  c'est  là  une  propriété 
générale  de  l'équation  de  la  division  des  périodes.  Les  nombres  ;  el  r\ 
sont  déterminés  par  les  congruences 


__  x  -+-  y  P 


5  = 


—  x—y? 


(  mod/>); 
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si  on  les  prend  pour  indices,  les  substitutions  du  groupe  (  i  se  rédui- 
sent simultanément  à  leurs  formes  canoniques,  car  évidemment  on  a 

S=|  Ç,î]     (r  +  r'p)S,(r-r'p)Y]  |; 

la  substitution  T„  devient 

T„=|  5,11    «i.ï  |. 

Le  calcul  des  polynômes  F',(r),  F",  (3)  peut  être  fait  de  la  manière 
suivante  On  voil  aisément  que  les/?—  i  quantités  \l  )  sont  les 

seules  valeurs  de  X(0)  qui  satisfassent  en  même  temps  aux  équations 

(  )t  on  a 

AI<P     z)>\-  ,|/7(x(o)|+-,(0)v(0)^[(>.(0)|' 

'«p,  '!»,,  i|/2  dénotant  des  fonctions  entières  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  k%  et  £;  donc  ^[(p  —  e)8]  ne  peut  s'annuler  que  quand 
on  a 

-|[X(0)|  —  o      OU      A(  0  )  =  ce-, 

mais  À  (8)  =  ao  donne 

>>(/'Q)  ==  i  . 
X(8)  p" 

donc  l'équation  X|(p—  e)ô]  =  opeut  êtreremplacéepar<|;[X(0)]  =  o. 
Par  conséquent  on  trouve  F',  (s)  en  cherchant  le  pins  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  ^(^)  et  F(z);  en  y  changeant  le  signe  de  £,  on 
a  F\(z).  On  voit  que  les  expressions  qu'on  trouve  de  cette  manière 
sont  applicables  indistinctement  à  toutes  les  valeurs  de  k2  qui  satisfont 
à  l'équation  '!'(  /.■'-)  =  o. 

En  adjoignant  e,  si  cela  simplifie  le  groupe,  el  en  outre  les  racines 
piemes  (|(1  i1,,,,;^  |(.  groupe  se  réduit  à  être  contenu  dans  F,  dont  les  sub- 
stitutions, réduites  à  leurs  formes  canoniques,  soni  les  suivantes 


Y         I 

III  1,  —  Y] 


»   'i 
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Par  cette  adjonction  F,  (z)  —  o,  F",  (z)  =  o  ne  se  décomposent  pas; 
mais  F,(~)  =  o  est  décomposée  en  p  —  i  équations  du  degré  y;  —  i .  De 
plus,  on  voit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  F(s)  =  o  s'exprimeni 

rationnellement  en  X  (-^~)>  A2,  e  p    et  s.  (si  cette  dernière  quantité  a 
dû  être  adjointe). 

B.   Supposons  D  divisible  par/?,  et  faisons 


D  = 


pq. 


Les  substitutions  de  G  sont  réduites  à  leurs  formes  canoniques  par 
l'introduction  des  périodes  trr  et  zxn;  on  a,  en  effet, 

S  —  |  x,  y     rx,  ry  -+-  r'x  | . 

Les  quantités  \(^—  )  s'échangent  entre  elles  par  les  substitutions  du 
groupe  H;  par  conséquent,  elles  sont  les  racines  d'une  équation 

F,0)  =  o, 

du  degré  (p  —  i).  On  peut  calculer  F,(^)  par  la  méthode  indiquée 
clans  le  cas  précédent;  on  n'a  qu'à  faire  p  =  o  dans  la  formule  (  85); 

caries  X(- — )  sont  les  seules  racines  communes  aux  deux  équations 

'\>(z)  =  o  et  F(z)  =  o,  et,  par  conséquent,  F,(^)  est  le  plus  grand  di- 
viseur commun  à  ^(z)  et  à  F(s);  évidemment  £  n'y  entre  pas.  En  fai- 
sant 

F(,)  =  F,(.-)FS(.-), 

l'équation  F2(u)  =  o  se  décompose  par  l'adjonction  de  X(  '—  )  en  p  —  i 
équations  du  degré  p.  Et,  en  effet,  nous  avons 

X(î£?)=/[x(^)]=/jx[^-^]j) 

y  ayant  les  valeurs  o,  1,2,  . . .,  (p  —  r),  de  sorte  que  les  />  quantités 
\\  — — Zll^.    Sont  racines  de  l'équation 

/<,)-*(•=)  =0, 
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et  il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  les  seules  racines  communes  à  celte 
équation  el  à  l'équation  F(r)  =  o.  On  trouve  donc,  par  le  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur,  une  équation 

dont  les  racines  sont  les  p  quantités  X  •  • 

Adjoignons  maintenant  £  (si  cela  simplifie  le  groupe)  et  e  >'  ;  par  cela 
le  groupe  est  réduit  à  ne  contenir  que  des  substitutions  de  la  Forme 

I  x,y    x,y  +  r'x  |. 

On  voit  immédiatement  que  l'équation  F,(~)  =  o  se  trouve  résolue, 
est-à-dire  que  les  quantités  X(— — )  s'expriment  rationnellement  en 

2  T.  i 

A-,  e  ''  et  £  (si,  d'ailleurs,  cette  dernière  quantité  a  du  être  adjointe). 
Les  équations  <p   z,\(1L— -]    =o  ne  se  décomposent  pas;  mais  leurs 

coefficients  soûl  rationnels  en  A2,  e  p  et  £. 

C.   Supposons  enfin  —  D  non  résidu  quadratique  de  p.  Dans  ce  cas, 


la  congruence 


£2-4-D  =  o         (mod/j) 


étant  irréductible,  ou  peut  distinguer  les  racines  de  l'équation  proposée 

par  un  seul  indice  de  la  forme  x  -+-y£,  pris  suivant  le  module/?.  Fai- 
sons doue 

S!=x(J)=x[<^]. 

Les  substitutions  du  groupe  G  prennent  évidemment  la  forint1 

1 \  m  i, 

où 

M  =  /•  +  /•'£; 
on  aura,  de  plus, 

T  =  I  l    E'  1 
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de  sorte  que  les  substitutions  du  groupe  H  auront  la  forme 

I  H    MÉ"  I, 

v  étant  égal  à  i  ou  à  2.  En  adjoignant  e,  dans  les  cas  où  cela  simplifie 

le  groupe,  et,  en  outre,  e  p  ,  le  groupe  se  réduit  à  être  contenu  dans  F. 
Or,  ayant  M  =  r  H-  /•'£,  M/,=  r  —  r'£(mod/?),  on  en  conclut  que 


M^  =  r2+r'2D  = 


(mod/>). 


Donc,    en  désignant  par  j  une  racine  primitive  de  la   congruence 
l^a~"4  =  i  (mod/>),  les  substitutions  de  F  auront  la  forme 


l     fv-^   |, 


ou 


à// 


O,   I,    2, 


,  p\  par  conséquent,  Fordre  de  Y  est  égal  à  /j  -1-  r 


Il  s'ensuit  que  par  l'adjonction  de  c  ''  et  de  £  (si  cela  simplifie  le  groupe), 

l'équation  F(-)  =  o  se  décompose  en  p  —  1  équations  du  degré  p  -h  r . 
Dans    tous  les    trois   cas,   une  fonction   rationnelle   des  quantités 

X    — — y*'™   >  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G,  s'exprime 

rationnellement  en  k2  et  en  i\fD  d'une  manière  identique  pour  toutes 
les  valeurs  de  k2,  racines  de  l'équation  $(/c2)  =  o.  On  le  démontre  fa- 
cilement, en  remarquant  que  la  fonction  s'exprime,  pour  Ions  ces  mo- 
dules, d'une  manière  identique,  sous  la  forme 


l 


-*D 


i'v/D<p2 


/' 


et  que,  si  une  substitution  de  G  change  U  en  Un  X(-J  en  X(    '  )•  on  a 


U.= 


P< 


(7I 


iJB 


fa 


K5)l 


52.  De  ce  qui  précède  on  tire  facilement  des  conséquences  impor- 
tantes relatives  aux  équations  modulaires  principales.  Nous  ne  consi- 
dérerons que  les  équations  entre  les  carrés  des  modules. 
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Il  est  d'abord  évident  que,  pour  les  modules  singuliers,  l'équation 
modulaire  qui  répond  à  une  transformation  d'un  degré  impair  esl  abé- 
lienne,  au  moins  après  l'adjonction  de  e. 

Supposons  que  p  soil  un  nombre  premier  impair.  En  désignant  par 
/«„  le  module  transformé  qu'on  obtient  par  la  division  en  p  parties  égales 

de  la  période x. 2ûj  -t-j'o/,  -  étant  congru  à  u(modp),  on  sait  que// 

général  le  groupe  de  l'équation  modulaire  contient  les  substitutions  de 

la  forme 

ru  -+-  s 

1     —, ) 

/•  u  -+-  s 


on  sait,  de  plus,  que  l'adjonction  du  radical  y  (—  1)  2  p  réduit  le 
groupe  à  ne  contenir  que  les  substitutions  dont  les  déterminai) Is 
/s'  —  r's  sont  résidus  quadratiques  de  p.  [Voir  le  Traité  des  substitu- 
tions de  M.  Jordan,  n°  480  (').J  Pour  les  modules  singuliers,  les  nom- 
bres /•,  s,  /*',  s'  oui  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  groupe 
de  l'équation  de  la  division  des  périodes  sous  les  mêmes  bypolbèscs  re- 
latives aux  quantités  adjointes.  On  obtient  ainsi  trois  groupes  H',  (i', 
P  correspondant  aux  groupes  II,  G,  T  du  numéro  précédent.  Avec  les 
indices  relatifs  aux  périodes  ts  et  sct,  le  groupe  II' contient  les  suhsti- 


(')  La  démonstration  de  M.  Jordan  esl  fondée  sur  le  théorème,  dû  à  M.  Iler- 

mite,  que  le  discriminant  de  l'équation  modulaire  est  égal  à  ( — 1)  2  p  multiplié 
par  le  carré  d'un  polynôme  en  k2  à  coefficients  entiers.  Ce  théorème  est  une con- 
séquence  de  la  réduction  du  groupe  de  l'équation  de  division  des  périodes  par 

l'adjonction  de  e  P  .  En  effet,  d'après  une  remarque  de  M.  Jordan  {Traité,  p.  343), 
li'  produit  des  différences  des  racines  de  l'équation  modulaire  esl  une  fonction 
rationnelle  des  racines  de  l'équation  de  la  division  des  périodes,  invariable  par 
toute  substitution  linéaire  dont  le  déterminant  esl  résidu  quadratique  et,  par 
conséquent,  invariable  par  le  groupe  de  monodromie  de  l'équation  modulaire. 
l>ouc  le  produit  est  fonction  rationnelle  de  />2,  et,  puisqu'il  ne  devient  pas  infini 
pour  (1rs  valeurs  finies  de  /cs,  cette  fonction  est  entière.  Les  coefficients  sont  évi- 

demmenl  rationnels  en  e  P  ,  et,  comme  ils  n'ont  que  deux  valeurs,  numérique- 
ment égales  et  de  signes  contraires,  il  esl  facile  de  voir  qu'ils  sont  de  la  forme 


V(-. 


)    2    p,  a  étant  un  entier. 


lotions 
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G'  contient  celles  qu'on  obtient  en  prenant,  dans  l'expression  ci-dessus, 
les  signes  supérieurs.  Enfin  P  contient  les  substitutions  de  G'  dont  le 
déterminant  r2-t-  /'2D  est  un  résidu  quadratique;  mais  il  faut  remar- 
quer que,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Jordan,  cité  plus  haut,  le  groupe 
de  l'équation  modulaire  se  réduit  d'être  contenu  dans  G'  à  être  contenu 

/  ^~~ 

dans  F',  déjà  par  l'adjonction  de  y  (—  i)    2  p. 

Cela  posé,  considérons  les  trois  cas  du  numéro  précédent. 

A.    Soit  —  D  résidu  quadratique  de  p.  Nous  désignerons  par  ku  le 

module  transformé  obtenu  parla  division  de  la  période 

[(5  +  l)p  +  (ï-"l)«H 

-  étant  congru  à  u(moàp).  On  \oit  immédiatement  que  le  groupe  II' 
contient  les  substitutions 


/•  -t-  r  p 

u -r-  u 

r  —  /'  p 


1 J 

1 

u 

1 

/•  +  /• 


Donc, j-  pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  (rnod/?),  excepté  oc  el 

o,  le  groupe  H'  consiste  dans  les  2(p  —  i)  substitutions  suivantes 


//     mu 


Il  s'ensuit  que  l'équation  modulaire  est  réductible,  kl  el  k30  satisfai- 
sant à  une  équation  du  second  degré,  les  autres  /,;)  à  une  équation  du 
degré  p  —  i.  Le  groupe  G'  contient  seulement  les  substitutions 


mu 


donc,  quand  le  groupe  de  l'équation  modulaire  est  contenu  dans  G', 
Ir  et  k\  sont  rationnels.  On  peut  faire  le  calcul  des  expressions  de  Ir  el 
de  k\  en  k2  et  s,  en  les  regardant  respectivement  comme  (onctions  sy- 
métriques des  racines  des  équations  F,(^)  =  o,  l\(z)  =  odu  numéro 

Journ.  de  Math.  (4e  série),  tome  III.  —  Fasc.  IL 


2  1  \  SYLOW. 

précédent.  Enfin  le  groupe  P  contient  les  substitutions  |  u  m-  u    ;  on  en 

conclut  que,  par  l'adjonction  do  £  (si  cela  simplifie  le  groupe)  el  de 

/  ZET 

y  (—  i)  2  p,  la  seconde  équation  se  partage  en  deux  autres  du  degré 

iG»-0; 

li.  SoitD  =p.q;  en  désignant  par  ku  le  module  obtenu  par  la  divi- 
sion de  la  période  (x  -+- yi)xsy  —  étant  =  u  (mod^),  le  groupe  G'  con- 
tient les  substitutions 

\    u      u  -+-  /''     . 
le  groupe  II',  en  outre,  les  substitutions 

!    U      —  u  -h  /■'    |. 

Os  substitutions  ne  déplaçant  pas  A;.,  cette  racine  est  rationnelle  en 
A2;  on  peut  calculer  son  expression  de  la  même  manière  que  dans  le 
cas  A.  Les  autres  racines  satisfont  à  une  équation  du  degré  /;,  qui  osl 
abélienne  dans  le  cas  du  groupe  Ci'.  P  se  confond  avec  G'. 

(-.   Supposons  enfin  que  —  D  soit  un  résidu  quadratique.  Posons 

l=zx-hyt==jm         (modjp), 

et  désignons  par  ku  le  module  transformé  correspondant  à  la  division 
de  la  période  (x-±-yi)xs.  Puisque  jp+i  est  congru  à  un  nombre  réel, 
on  a  ku+p+i  =  ^l«>  c^c  sorte  CIU0  l'indice  u  doit  être  pris  suivant  le  mo- 
dule (  p  -h  i).  Si,  dans  les  k~t0  considérés  comme  fonctions  rationnelles 
de  l'équation  de  division  des  périodes,  on  effectue  la  substitution 

on  a  une  substitution  entre  ces  quantités  qui  a  évidemment  la  forme 

//     b+i   |. 

De  même  la  substitution  T0  produit  entre  les  A;;  la  substitution  |  u  —  //   . 

Donc  le  groupe  11'  contient  les  i(p  -+-  1)  substitutions  |  u  ±  u  -h  h    . 

le  groupe  (î'  les  \  u   u  -f-  //  |,  el  enfin  les  substitutions  de  P  seront   les 

//  u  -\-  h(p  —  i)  |  ou  bien  les  \  u  u  -4-  -ilt  |.  Donc,  par  l'adjonction 
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de  £  (s'il  y  a  lieu)  et  de  y  (—  i)  -  p,  l'équation  modulaire  se  décom- 
pose en  deux  équations  abéliennes  du  degré  r,( p  H-  i). 

Evidemment  une  fonction  rationnelle  des  A-2,  invariable  par  les  substi- 
tutions de  G',  s'exprime  en  A2  et  en  i\lD  d'une  manière  identique  pour 
tous  les  modules  qui  satisfont  à  l'équation  $(/r2)  =  o. 

Parmi  ces  résultats,  ceux  qui  concernent  les  racines  rationnelles  de 
l'équation  modulaire  sont  les  plus  importants.  Ils  se  résument  par  la 
proposition  suivante  : 

Si  l'on  fait  subir  à  un  module  singulier  k2  du  déterminant  —  1),  ra- 
cine de  l'équation  $(A:2)  =  o,  une  transformation  principale  du  degré 
premier  impair/?,  —  D  étant  résidu  quadratique  de/?,  deux  racines  de 
l'équation  modulaire  s'expriment  rationnellement  en  A'-,  pourvu  que  I) 
soit  de  la  forme  (\h  —  i  et  que  k  appartienne  à  la  première  catégorie; 
si  D  est  pair  ou  de  la  forme  4  h  H-  i ,  ou  que  k  appartienne  à  la  seconde 
catégorie,  deux  racines  s'expriment  rationnellement  en  Jr  et  en  i\  D. 
Si  le  degré  divise  D,  une  racine  s'exprime  rationnellement  en  A2.  On 
peut  donner  aux  expressions  des  racines  rationnelles  de  l'équation  mo- 
dulaire une  telle  forme  qu'elles  sont  applicables  indistinctement  à  tous 
les  modules  satisfaisant  à  l'équation  $(/c2)  =  o;  il  suffit,  pour  cela,  que, 
dans  les  cas  où  —  D  est  résidu  quadratique  de p  et  de  la  forme  (  \  h  —  i) 
et  où  k  appartient  à  la  première  catégorie,  on  laisse  subsister,  dans  les 

expressions,  l'irrationnelle  i y/L). 

Cherchons  quelles  sont,  dans  le  système  primitif  d'indices,  ces  ra- 
cines rationnelles  de  l'équation  modulaire.  En  exprimant  que  la  substi- 
tution 

ru  -+-  s 

Il       —. ; 

r  a  -\~s 
ne  déplace  pas  A2,  on  a  la  condition 

ru2  —  (r  —  s')  u  —  s  =  o         (modp) 

ou  bien,  en  vertu  des  relations  (84), 

au2  —  2  bu  -+-  c  =  o  : 
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d'où 

(86)  u=±ï^  =  —ï—      (modPh 

formule  <pii,  pour  a  =  o,  peut  être  remplacée  par 

(87)  M  =  CO,  "=^ 

dans  les  cas  où  /;  divise  I),  les  doubles  valeurs  coïncident. 


VI.  —  Transformations  des  modules  singuliers. 

55.   En  transformant  un  module  singulier  du  déterminant  —  D,  on 

obtient  toujours  un  autre  module  singulier;  ordinairement  le  détermi- 
nant du  module  transformé  est  égal  à  —  1)  multiplié  par  le  carré  du 
degré  de  la  transformation.  En  effet,  si,  dans  L'équation 

a'Ç-  -h  2ÙÇ  -h  c  =  o, 
on  fa  il 

r  -t-sÇ| 
on  obtient  une  nouvelle  équation 

d ,  'C\  -h  26,  Ç,  H-  c,  =  o, 
OÙ 

a,c,  —  A;'  —  (ac  —  b*)(rs'  —  /-'.s-  »-. 

Mais,  dans  des  cas  spéciaux,  il  arrive  que  les  coefficients  a,,  bn  c,  oui 
un  diviseur  commun,  de  sorte  que,  en  désignant  par  —  I),  le  détermi- 
nant du  module  transformé,  on  ait  I),  <  D(/-v' — /■  v  r,  quelquefois 

même  1),  <  D.  Évidemment  le  rapport  -.■  esl  toujours  un  carré  parfait. 

(  lonsidérons  spécialement  les  transformations  principales  d'un  degré 
premier  impair  jd.  Le  module  ku  s'obtient  par  la  division  de  La  période 

Q  =  t.i(a  H-  ooï  (n09  8,  î)),  pourvu  qu'on  ait  ^       u(modp  1;  donc,  en 
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désignant  par  lu  le  rapport  des  périodes  correspondant  à  km  on  a  géné- 
ralement 

y —  t  -h  n'ln  r         8Ç  +  t 

s  —  s '  L„  =  : —  • 


Par  conséquent,  kx  répond  aux  valeurs  $=/>,  rc'=i,  lx  =  p'Ç.  Les 
autres  A„  répondent  aux  valeurs  o  =  i,  n'  =  p,  t  =  u.  On  a  donc 

£  =  7  =  />£-«■ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  en  '(,  on  trouve 

aÇi-h  ibpZx-\-  cp2  =  o, 
ap2'Q H-  2.p(b  —  au)tu -+-  au2  —  ibu  -t-  t-  =  o. 

Evidemment  jd  est  le  seul  nombre  premier  qui  puisse  diviser  à  la  fois 
les  trois  coefficients  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations.  Si,  dans 
la  première,  a  est  divisible  par  p,  on  a 

"'(;+  2b'C«-hcp  =  o, 

et,  par  suite,  kx  appartient,  dans  ce  cas,  généralement  au  déterminant 
—  D.  De  même,  si,  dans  la  seconde  équation 

au2  —  ibu  -+-  c  =  o  (niod/;). 

on  a 

./.,           , ,               s  y         au2  —  2  bu  -t-  c 
apÇi-h  2(6  —  û5M);aH -  =  o, 

el  A„  appartient  généralement  au  déterminant  —  L).  Or  celle  con- 
gruenec  exige  que  —  D  soit  un  résidu  quadratique  ou  un  multiple  de 
p;  en  posant,  comme  plus  haut, 

p2  +  D  =  0  (  inod/;), 

elle  donne 

m=  P       i        si  a  est  premier  à  p, 
wees  — 7?  si  a  est  divisible  par  />. 

2  0 


2l8  SYLOW. 

Donc,  si  —  D  est  résidu  quadratique  dep,  il  y  a,  parmi  les/j  -h- 1  mo- 
dules transformés,  deux  qui  appartiennent  à  un  déterminant  dont  la 
valeur  absolue  est  égale  ou  moindre  que  D;  si  D  est  multiple  de  /;,  il 
j  en  a  un  seul.  On  voit,  de  plus,  que  ces  modules  sont  précisément  les 
racines  rationnelles  de  l'équation  modulaire.  Ordinairement,  ilsappaf- 
tiennenl  au  déterminant  —  D;  mais,  si  a  est  divisible  par/r,  h  pari?, 

kx  appartient  à -2;  si  air  —  ibu  -+-  c  est  divisible  par  p'1.  h  —  au 

par  />,  kb  appartient  à -•  Or  les  égalités 

I)  =  ac  —  a'2  =  a(au2  —  'ihu  -f-  c)  —  (h  —  au)2 

font  voir  que  ces  conditions  ne  peuvent  être  remplies  que  quand  I)  esl 
divisible  par  p'2,  et  que,  réciproquement,  dans  ce  cas,  l'unique  racine 
rationnelle  de  l'équation  modulaire  appartient  toujours  au  déterminant 

La  notation  ku  ayant  l'inconvénient  de  dépendre  des  coefficients  a. 
A,  c  qui  peuvent  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes  pour  chaque 
valeur  de  A2,  nous  adopterons,  pour  les  racines  rationnelles,  une  nota- 
tion spéciale  :  p  étant,  comme  ci-dessus,  un  nombre  premier  dont  —  I) 
est  un  résidu  quadratique  ou  un  multiple,  p  une  racine  déterminée  de 
la  congruenec  p2  -h  l)  =  o  (mod/>),  kp»  désignera,  si  a  est  premier  à 
/>,  la  racine- rationnelle  de  l'équation  modulaire  du  degré  p  -+-  i  qui 

correspond  à  u^=-- (modyo);  si  a  est  divisible  par  />,  on  a  p  =  ±  l>; 

dans  ce  cas,  kp_b  correspondra  à  //  =  -y>  kPt+t  sera  le  module  que  nous 

avons  désigné  plus  haut  par  kx.  Nous  poserons,  de  plus. 

où  o/)p,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  29,  désigne  une  fonction  ration- 
nelle à  coefficients  entiers;  cette  formule  est,  comme  on  se  rappelle, 
applicable  à  toute  valeur  de  A2,  racine  de  l'équation  <l>(/»-2)  =  o;  si 
Ton  a  p       o,  elle  ne  contient  pas  effectivement  i\/D. 

En  désignant   par  'Ç{  un  rapport  de  périodes  correspondant  au  mo- 
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dule  kP}?  et  supposant  que/?2  ne  divise  pas  D,  on  a,  par  conséquent, 

(2,'C2+  2^,'C,  -f-  C,  =  O, 
OÙ 

a,c{  -  lr=  D, 

et,  si p  ne  divise  pas  «, 

(88)  a,  =  apf         b^  =  b     (moda),         &,=  —  p     (mod/?); 

ces  déterminations  ont  encore  lieu  si  /_>  divise  «  et  qu'on  prenne  o  =  —  A  : 
mais,  en  faisant  p  =  £>,  on  a 

(89)  a«  =  |'  *!  =  *■ 

Remarquons  encore  que  /fp„  est  toujours  de  la  même  espèce  et  de 
la  même  catégorie  que  A";  de  plus,  dans  les  cas  où  il  y  a  deux  équations 
en  A2  répondant  au  même  déterminant,  à  la  même  espèce  cl  à  la  même 
catégorie  (nos  16,  18),  k  et  kp>9 satisfont  en  même  temps  à  la  première 
ou  à  la  seconde  équation.  Donc,  si  D  n'est  pas  divisible  par/r,  k*„  ou 
çyp(A2,  i y/D)  est  racine  de  l'équation  $(A:2)  =  o,  résultat  importanl 
pour  la  résolution  de  celle-ci. 

54.   On  a  vu  que,  si,  dans  l'équation  modulaire 

¥(*■•,  /.;-;)  =  o 

du  degré  p  -+- 1 ,  on  fait  A  égal  à  un  module  singulier  du  déterminant 
—  I),  \csp  -4-  i  valeurs  de  k\  seront,  à  quelques  exceptions  près,  de- 
carrés  de  modules  singuliers  du  déterminant  —  />2D;  démon  Irons  main- 
tenant qu'on  obtient,  de  cette  manière,  tous  les  modules  du  détermi- 
nant —  p2D. 

Soit  A0  un  de  ces  modules,  et  soil 

(90)  a0V0+  2&o£o-*-  c0  =  o 

l'équation  qui  définit  le  rapport  des  périodes.  Le  coefficient  a0  esl  ou 

divisible  par//2  ou  premier  à  /;;  dans  le  dernier  cas.  on  peut  substituer 
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à  l'équation  (90)  une  autre 

donnant  la  même  valeur  de  frj,  où  a'0  est  divisible  par  y;2.  En  effet,  en 
posant 


on  a 


d'où 


<20  =  <20.s'2  H-  8^0.v'.s-  H-  1  (k'0.v2, 
aoa'0  =  («0 .v'  4-  4  &0 *)2  ■+"  r  G/;2  D*2  : 


or  on  peut  choisir  s  et  s',  de  manière  à  rendre  a0s  -+-  'i  b0s  drv  isible  par 

/;,  ce  qui  donne  w(l  =  o(mo(l/r).  Nous  pouvons  donc,  dans  l'équa- 
tion (90),  supposer  aQ  divisible  par  p-  et,  par  suite,  b  divisible  par/?. 

baisant  maintenant  l0  =  -£,  on  a 

P    ' 

-°L    +  2—  C  H-  C0  =  o. 
/>"  P 

ce  qui  fait  voir  que  A0  se  déduit  du  module  k  correspondant  au  rap- 
port Z  et  appartenant  au  déterminant  —  D  par  nue  transformation  du 
degré  p. 

Les  valeurs  de  k\  sont  des  racines  simples  de  l'équation  modulaire. 
En  effet,  dans  le  eas  contraire,  A0  se  transformerait  en  lui-même  par 
mie  transformation  du  degré  jd2,  laquelle  ne  serait  pas  une  multiplica- 
tion ordinaire;  c'est  ce  qu'on  démontre  aisément  par  les  relations  entre 
les  rapports  des  périodes;  mais  on  verra  que  cela  conduirait  à  l'équa- 
tion impossible  p"2  =  (ix  -f-  1)2  -h  y-p1 1),  y  étant  différent  de  zéro.  Il 
esi  également  facile  de  voir  que  deux  valeurs  de  &2,  déduites  de  va- 
leurs différentes  de  A2,  ne  sauronl  être  égales;  car,  si  cela  avait  lieu, 
on  pourrait,  par  des  transformations  principales  du  degré/?,  déduire 
d'un  seul  module  du  déterminant  —  yrl)  dru\  modules  différents  du 
déterminant  —  I  ),  ce  qui  est  impossible. 

I  )one,  eu  faisant,  dans  l'équation  ^'(A2,  A-2)  =  o,  k3  successivement 
égal  à  toutes  les  racines  de  l'équation  $(A2)  =  o,  débarrassant  le> 
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équations  des  racines  qui  appartiennent  aux  déterminants  —  D    —  — , 

P* 
si  —  D  est  résidu  quadratique  ou  multiple  de  p,  on  obtiendra,  parla 

résolution  des  équations  résultantes,  toutes  les  racines  de  l'équation 
$(A2)  =o  relative  au  déterminant  — />2D,  chaque  module  ne  se  pré- 
sentant qu'une  seule  fois.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  modules  appar- 
tenant au  déterminant  — />2Dest/>  —  i^poup-h  i  fois  plus  grand  que 
le  nombre  des  modules  du  déterminant  —  D,  suivant  que  —  D  esl 
résidu  quadratique,  multiple  ou  non  résidu  de  p. 

En  désignant  par  F,  (D)  le  nombre  de  classes  proprement  primitives 
du  déterminant  —  D,  on  en  tire  la  relation  connue 


F,(A1D)=^-(=^)]F,(D), 


où  ( )  est  le  symbole  de  Legcndrc,  et  où,  pour  D  —  r,  le  second 

\  P    / 

membre  doit  être  précédé  du  facteur  ±. 

Soit  maintenant  k0  un  module  de  la  première  catégorie  du  détermi- 
nant —  4D;  alors,  dans  l'équation  (90),  a0  est  divisible  par  \.  />n  esl 

pair,  c0  impair.  En  faisant  '(0= -,  ce  qui  répond «àla  première  trans- 
formation du  degré  2,  on  obtient 


fcî-iît 


d  >s 


1 


=  o. 


équation  qui  définit  un  module  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde 
ealégorie  du  déterminant  —  D,  et  Ton  a 

On  voit  qu'à  chaque  valeur  de  k2  répondent  deux  valeurs  de  k\y  el  que, 
pour  deux  valeurs  différentes  de  A'-,  on  a  des  valeurs  différentes  de  k\% 
à  moins  que  l'une  des  valeurs  de  k2  ne  soit  la  réciproque  de  l'autre. 

Donc,  si,  dans  les  deux  équations  en  k  (nos  13, 17),  on  l'ait  k  = —    '"• 

on  obtient  les  deux  équations  en  k\  du  11"  16;  il  est,  en  effet,  facile  de 
voir  que  les  puissances  impaires  de  k0  disparaissent .  (  lela  iv\  lent  d'ail 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  III.        Fasc.  M.  "l 
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leurs  à  faire,  dans  les  équations  en  k  de  la  première  espèce  et  de  la  pre- 

.  ,  ,  .  |  I  —  na       i  A'q  —  '^  n 

miere  catégorie,  A"  =  — — rf>  k  =  -, — ■ — tjt- 

I  +  «0  K0-\-  lh0 

Il  est  évident,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  le  nombre  des  mo- 
dules de  la  première  catégorie  du  déterminant  —  4D  est  égal  au  nom- 
bre des  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde  catégorie  du 
déterminant  —  D  ou,  ce  qui  revient  au  même,  égal  au  double  du 
nombre  des  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  première  catégorie. 

(  )n  en  tire  l'équation 

(91)  F<(4D)  =  aFl(D), 

où  il  faut  omettre  le  facteur  2  du  second  membre  si  D  =  1 . 

On  voit  encore  que,  par  la  même  transformation,  les  modules  de  la 
première  espèce  et  de  la  première  catégorie  d'un  déterminant  de  la 
forme  —  {[\h  —  1)  se  déduisent  de  ceux  de  la  seconde  espèce  et  de  la 
seconde  catégorie,  et  vice  versa.  Par  conséquent,  on  obtient  l'équa- 
tion en  k2  relative  à  la  première  espèce  et  à  la  première  catégorie  si, 
dans  l'équation  en  k  de  la  seconde  espèce  et  de  la  seconde  catégorie,  on 

remplace  k  par 7  et  qu'on  chasse  les  puissances  impaires  de  k.  Ainsi 

lous  les  modules  du  déterminant  —  (l\li  —  1)  peuvent  être  trouvés  au 
moyen  de  l'équation  modulaire  relative  au  degré  h. 

Soit,  par  exemple,  D=ri;  de  l'équation  de  la  seconde  espèce, 
trouvée;  au  n°  12, 

A6  +  i  i  ik -'■  -+■  77 k*  —  i5zik*  —  77  A-2  -t-  44 ik  -+-  1  =  0, 
on  déduit  la  suivante  : 

fr«*_  3A'°  +  i3/jA8-263Ac  +-  [34^-  3k2 -h  1  =  0. 
Pour  D  =  1  >,  on  lire  de  L'équation 

k2  —  6(1  —  i)k\[k  ■+■  20 /A  h-  6(1  -h  i)\Jk  —  1=0, 
trouvée  au  n°  19, 

16k*-  iSik3-  33  A2  +  28/A --h  16  =  0; 
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d'où 

/f2=-^(i  +  *V3)2(7  +  <s/T5)2. 

On  a  évidemment  la  proposition  suivante  :  Pour  un  déterminant  de  la 
forme  —  (4  A  —  i),  le  nombre  des  modules  singuliers  de  la  première 
espèce  et  de  la  première  catégorie  est  égal  au  nombre  de  ceux  de  la  se- 
conde espèce  et  de  la  seconde  catégorie.  En  désignant  par  G,(D)  le 
nombre  des  classes  primitives  du  déterminant  —  D,  on  peut  conclure, 
en  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  du  nombre  des  modules  appartenant  à 
chaque  classe  (n°  5),  que,  si  D  =  S  h  —  i ,  on  a 

(92)  G1(D)=2F1(D) 

d.  si  D  =  8A  -+-  3, 

(93  )  3G1(D)  =  4F1(D), 

formule  qui,  pour  D  =  3,  doit  être  remplacée  par  G,  (D)  =  2  F,  (  D). 
Des  relations  (91),  (92),  (93)  on  obtient  aisément  les  équations  entre 
(1(4/1),  F(4/a),  G(n),  F(/z)  dont  il  a  été  parlé  au  n°  25.  On  voit  (pie 
les  règles  relatives  au  nombre  des  modules  s'énoncent  plus  simplement 
que  celles  qui  regardent  le  nombre  des  classes. 

VII.  —   Résolution  des  équations  des  modules  singuliers. 

35.  En  nous  occupant  de  la  résolution  des  équations  des  modules 
singuliers,  nous  supposerons  adjointe  l'irrationnelle  /\I).  Sous  cette 
hypothèse,  on  a  le  théorème  suivant  :  Le  carré  de  tout  module  singu- 
lier s'exprime  rationnellement  par  le  carré  de  tout  autre  module 
appartenant  au  même  déterminant,  à  la  même  espèce  et  à  la  même 
catégorie. 

Dans  la  démonstration,  nous  supposerons  que,  dans  les  équations  de 
la  forme  a[2+2^  +  c  =  o,  définissant  les  modules  singuliers,  les 
coefficients  a  ne  soient  divisibles  par  aucun  nombre  premier  impair 
dont  le  carré  divise  D.  On  sait,  en  effet,  qu'on  peul  trouver  une  tonne 
quadratique  (a„  bn  c,  ),  équivalente  à  (a,  A.  c  ).  telle  que  a ,  soil  pre 
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mier  à  un  nombre  donné  quelconque,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
en  même  temps  obtenir  qu'elle  réponde  au  même  module  que  (a,  b,  c). 
<  >la  posé,  commençons  la  démonstration  par  le  cas  de  la  première 
espèce  el  de  la  seconde  catégorie.  Soil 

l'équation  du  rapport  des  périodes  appartenant  au  module  k\  soient, 
de  plus,  p  un  nombre  premier  divisant  a,  A-,  le  module  correspondant 
an  rapport  '(,  =  p'C  ;  alors  on  a 

-£;-+-  2^1  -hcp  =  o; 

de  plus,  p-  ne  divisant  pas  D,  k]  appartient  au  déterminant  —  I)  et 
s'exprime  rationnellement  par  A2.  En  désignant  par/),  un  nombre  pre- 
mier divisant  -■>  par  k2  le  module  appartenant  au  rapport  C2  =  p,  ~, ,  on 

;i  de  même 

— ■  'C:  -h  2  b'Ç.,  -h  cppi  =  o, 

PFt  -  -11 

k\  s'exprimant  rationnellement  en  k\  et,  par  suite,  en  k2.  En  conti- 
nuant ainsi,  on  finit  par  avoir  l'équation 

£*  +  2bÇn-hac  =  o 

et  le  module  /.„,  cl  Ton  sait  exprimer  k*n  rationnellement  en  A'-;  d  ail- 
leurs, cette  équation  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

qui  donne  la  même  valeur  de  k\.  Soient  maintenant  km  un  module  quel- 
conque de  la  première  espèce,  de  la  seconde  catégorie  el  du  détermi- 
nant      D,  £,„  le  rapport  de  ses  périodes,  el  soit 

<ln,l'il+  2b„Xm-+-  cm=  o; 

on  démontre,  par  une  marche  inverse,  que  k2m  s'exprime  rationnelle- 
ment en  k*  et,  par  suite,  en  A".  En  effet,  faisant  Z.'n  =  £"„-+-  b,„,  ce  qui 
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ne  change  pas  &*,  on  a 

C+  a6,nr^  +  anicro=  o; 

en  désignant,  de  plus,  par  y/,  p\,  p[t1  ...  les  facteurs  premiers  de  «,„, 
faisant  C^  =  />'(«+,,  C«+i  =  />',  'Cn-27  •  •  •>  on  obtient  une  série  d'équations 

P  C„+1  4-  2/>wC„+,  +  -^  =  o,  ///>,  C'+0  +  2^„C,+24-  -=-?  =  O, 

/  r  l'  î 

et  la  série  des  modules  correspondants  kll+l,  kn+%,  ....  Or  les  derniers 
termes  de  ces  séries  sont  l'équation 

am  t>m  ~*~  2  Uin  (,,„  H-  C/n  =  O 

et  le  module  km\  de  plus,  le  carré  de  chaque  module  s'exprimanl  en 
fonction  rationnelle  du  carré  du  précédent,  on  obtient  k2m  en  fonction 
rationnelle  de  h'1. 

Considérons  ensuite  les  modules  de  la  première  espèce  et  de  la  pre- 
mière catégorie.  On  voit  immédiatement  que  le  coefficient  a  est  impai- 
rement  pair  si  D  est  de  l'une  des  formes  [\h  -+- 1,  '\h  -\-  2,  et  que,  pour 
D  =  S  h  -+-  3,  on  a  <2  =  4(mod8).  Pour  D  =  8/i  +•  7,  on  peut,  comme 
on  le  démontre  aisément,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer 

<2  =  8         (modiG); 

ainsi  ce  casse  subdivise  en  deux  autres  :  D  =  16  h  -+-  7  avec  b  =  8/*'±  1 
et  D  =  i6A  -h  i5  avec  b  =  8/i'±  3.  Enfin,  dans  le  cas  où  I)  est  divi- 
sible par  4,  les  modules  se  partagent  entre  deux  équations,  suivant  que 
a  =  4°u  <z  =  o(mod8);  mais,  puisque  les  racines  de  l'une  de  ces  équa- 
tions sont  les  réciproques  de  celles  de  l'autre,  il  suffit  de  considérer 
celle  où  a  ^4-  Nous  pouvons  donc  supposer  que,  en  posant 

a=  '2n(-2l  +  1), 
on  ait 

7;  =  1  si  1)  —  \h  +  1,   \h  +  2, 

71  =  2  si  D  =  8/<  H- 3,  \l>, 

71  =  3         si  D  =  8A  +  7. 
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(  lela  posé,  considérons  les  divers  cas.  Soit  d'abord  D  =  l\h  -f-  i  ;  par 
le  procédé  employé  plus  haut,  on  déduit  de  l'équation 

aÇ2-\-  2.b'Ç  h-  c  =  o, 

correspondant  au  module  k,  l'équation 

y.,  y  D    -4-   I 

2Ç;(-H  2Ç„H —  =0, 

qui  répond  à  un  module  /r„,  ArJ  étant  rationnel  en  À2.  De  ce  module  el 
de  cette  équation,  on  déduit  le  module  km  et  l'équation 

an&m+  2  Wm  +  cm  =  Oj 

k~m  étant  fonction  rationnelle  de  Ar*  et,  par  suite,  de  k'1. 

Si  13  est  pair,  les  choses  se  passent  de  la  même  manière,  avec  la  seule 

différence  que  l'équation  aÇJ+  2'C„H =  o  est  remplacée  par 

2 Ç|  -+-  -  =  o,  si  D  ==  2     (  rnod  4  ), 

par 

«î+f  =  o,         siD  =  4     (mod8) 
et  par 

«:h-4Ç.+  ^=o,  siD==o     (rnod  8). 

Si  I)  =  8A  -h  3,  on  obtient  l'équation 


si  D  =  \i\li  -+-  7,  on  trouve 

S 


8;J±2;„h g-  =  0, 


et,  si  D  =  iG//  -t-  i5, 

où    l'on  doit   prendre  les  signes  supérieurs  si  b  =i,   les  inférieurs  si 
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&  =  —  i  (mod  4).  On  voit  par  là  que  les  carrés  des  modules  k  et  km 
s'expriment  rationnellement  l'un  par  l'autre,  si  &  =  £,„  (mod  4).  Pour 
compléter  la  démonstration,  il  suffit  de  remarquer  que  les  modules 
pour  lesquels  &=  i  sont  les  réciproques  de  ceux  pour  lesquels  b  =  —  i , 
ce  qu'on  vérifie  par  une  transformation  linéaire. 

Examinons  enfin  les  modules  de  la  seconde  espèce.  Dans  la  seconde 
catégorie,  a  est  impairement  pair,  b  impair;  par  conséquent,  la  dé- 
monstration se  fait  comme  pour  les  modules  de  la  première  espèce  el  de 
la  première  catégorie  d'un  déterminant  de  la  forme  ^h-hi.  Dans  la 
première  catégorie,  les  modules  se  partagent  entre  deux  équations. 
dont  l'une  correspond  aux  valeurs  de  a  divisibles  par  8,  l'autre  aux  va- 
leurs qui  ne  le  sont  pas;  mais  les  racines  de  la  seconde  étant  les  réci- 
proques de  celles  de  la  première,  on  peut  se  borner  à  celle-ci.  De  plus. 
c  étant  pair,  b  impair,  on  a 


10 


b  =  Sh'±i,         siD  =  i6/t 

&  =  8A'±3,         siD  =  16A  +  7. 

On  obtient,  dans  le  premier  cas, 

8C,-;±2C„h g-  =0; 

dans  le  second, 

8^±6^+5  +  9=o; 

donc,  comme  plus  haut,  k2  et  k'm  s'expriment  rationnellement  l'un  en 
l'autre,  pourvu  que  &=6,„(mod4)-  Or  les  modules  pour  lesquels 
6  =  —  1  sont  les  compléments  de  ceux  pour  lesquels  b^-h  1  ;  pour  le 

faire  voir,  il  suffit  d'employer  la  transformation  '(  =  —  y-y, y  qui  change 

le  module  en  son  complément,  et  l'équation  aQ1  -+-  ib\  -+-  c  =  o  en 

[\cQ2  —  zb'Ç-hj  =  o,  où  maintenant  (\c  est  divisible  par  8,  ,  par  2. 

Par  suite,  k'm  s'exprime  rationnellement  en  k2,  même  si 

&,«=—  à     (mod  4). 
Le  théorème  est  donc  démontré  dans  tous  les  cas. 
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."><>.  Par  l'adjonction  de  i\/D,  l'équation  $(Aîa)  =  o,  qui  détermine 
le  carré  du  module  singulier,  est  devenue abélienne.  Il  résulte  de  ce  qui 
esl  dit  au  numéro  précédent  qu'on  passe  d'une  racine  à  une  autre  en 
opéranl  sur  la  première  plusieurs  fois  de  suite  avec  les  symboles  tp^p, 
s  ,  . . .  du  n°  55,  ou  en  prenant  le  module  réciproque  ou  le  complé- 
ment du  module  ainsi  obtenu.  Pour  démontrer  le  théorème  ci-dessus. 
il  suffit  donc  de  faire  voir  :  i°  que  les  symboles  ç^p,  opi?t  sont  échan- 
geables, c'est-à-dire  qu'on  a 

vV,o)/>,,pi  =  \    /'■  >?> )/>■'?'' 
■2°  que 

(h)    =^'      (l  -  k')p.?= l  -  kP.p- 

Remarquons  d'abord,  pour  abréger  la  démonstration,  que  dans  l'é- 
quation a'Ç2  -+-  '±WC  -h  c  =  o,  qui  définit  le  module  A\  on  peut  supposer 
que  a  soit  premier  kppt.  Cela  posé,  désignons  par  '_' .  '-',.  Z ".  '1,  les  rap- 
ports  des  périodes  appartenant  respectivement  à  fr*p,  A :J  ,  .  l  l 


a'I'-  ■+-  ib'l'  —  <■'  =  o,         aX*t-+-  2&,Ç1-h 


'"  2 

£"*+  2&"Çr-hc//=o,         «a^+  2è2Ç2  +  c2=  o. 


<  )i .  si  />  ei  /;,  sont  différents,  on  a,  d'après  les  équations  |  88  ). 

a'  =  a,  =  app{ 

et 

//      h      (  inod  a },  b     =-    p      l  mod  /?  ►, 

//        //      (  mod  ap  ).  /'       "  —  p,      (  mod  /;,  ). 

d'où 

h       h     (mod  a),         b"=—  p     (mod/?),  6  p,     (modjD,); 

do  la  même  manière,  on  a 

h.,      A     (mode/),  />,        -p     (mod/?),  &2        -  pi      nuod />,  i: 

donc 

6a  =  //'  -h  happK . 
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h  étant  un  entier.  En  substituant,  on  trouve 

app{  t"2  -h  2  b"'C"  H-  c"  =  o, 
a/>p,  'Ci;  -h  2  (  &"  -i-  //#/>/? ,  )  'C,  -h  c,  =  o  ; 

d'où  Ton  conclut,  en  se  rappelant  que  les  déterminants  sont  les  mêmes, 

£,  =  £"- A, 
ce  qui  donne 

Si  /;  =j3n  il  y  a  deux  cas  :  on  peut  avoir  p,  =  p,  et  dans  ce  cas 
l'échangeabilité  est  évidente.  On  peut  aussi  avoir  p,  =  —  g  :  alors  on  a, 
pour  la  première  transformation,  comme  plus  haut, 

a'==ap,  b'~b     (moda),  &'=— p     (motlp): 

mais,  a'  étant  divisible  par  p,  on  doit,  pour  le  passage  de  'Ç  à  'i  ,  em- 
ployer l'équation  (89)  :  donc 

a"  =  a,         b"  =  b'    =b     (mod  a). 

Il  s'ensuit  '("=  'C  -+-  h,  h  étant  entier;  donc 

(94)  (h%)p,-?=/r. 

L'échangeabilité  est  donc  démontrée  encore  dans  ce  cas. 

Démontrons  maintenant  l'égalité  (-^)  =  7,— •  En  désignant  par 'C 
la  môme  chose  que  plus  haut,  on  a  (35) 

Ç=pÇ  —  u,  ou  //  —     (mod/;). 

La  transformation  linéaire  (  "j  change  k*  en  .,;  donc,  en  dési- 
gnant par  C,  un  rapport  de  périodes  elliptiques  appartenant  à  -pi  on  a 

1=        *<       ■ 

•  loue,  en  faisant 

at ÇJ-h  26,  Ç,  H-  c,  —  o, 

,A^//7/.  rfc  .l/"M.  i'i    série),  tome  [II.       Fasc.  II.  '° 
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on  trouve 


a ,  =  a  -h  4  &/>  -+-  4  c/>2 , 

Soit  enfin  'Ç,  le  rapport  des  périodes  appartenant  à  (~  J     \  on  a 

'Çt  =  pZ\-un         où  W;=^^=-±±  =  w     (mod/?). 

En  exprimant  Xj  en  £',?  on  trouve 

-  —  2  1/1/1 -h  (i  4-  ipu  )  'C\ 


Il  —  II, 


X>—     P 

i  —  •i/v/ZiH-  2piÇl 

relation  qui  définit  une  transformation  linéaire  conduisant  de  /y,  à 
(  -'-  )     ;  comme,  déplus,  on  a 

ip-^i     (mod4)5 
on  conclu  l 

(L\  '. 

V1'"  )  />,?  kp,Ç 

Démontrons  enfin  qu'on  a,  pour  les  modules  de  la  seconde  espèce  et 
de  la  première  catégorie, 

(  i  —  k'2)p,9=  I  —  frj,p. 

En  conservant  la  signification  des  lettres  £,  V,  u,  soit 

'(  =  —  tV '         d'où         ?\cC\  —  iblx  -+-  -  =  o, 

4  Ci  4 

de  sorte  que'C,  réponde  à  i  —  A%  et  soit  C,  le  rapport  des  périodes  ap- 
partenante (î  —  k2)Pjp.  Si  maintenant  c  est  premier  à  />,  on  a 

'(,  =  //(',  —  «,,         où  «,=  ~~  r  c    *     (m0(l  /-^  : 

on  en  tire,  en  remarquant  que  [\uuK^=—  i  (mod  /?), 

i  +  4««,_4ltC 

C'=— ^ -• 

4«i-  -  ï/<. 
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Or,  cette  équation  définit  une  transformation  du  quatrième  degré  el 
du  cas  la (15)  :  donc  on  a 

Si  c  est  divisible  par  p,  on  a 
Avec  le  signe  supérieur,  on  a 


p=±  h. 


donc  4««i  =  -  i,  comme  plus  haut.  Avec  le  signe  inférieur,  on  a 

et  par  conséquent  Ç'  =——;-,  ce  qui  donne  encore 

Ce  n'est  qu'en  traitant  les  équations  de  la  première  catégorie  d'un 
déterminant  de  la  forme  —  (4 h  -h  3)  qu'il  est  nécessaire  d'employer 

les  fonctions  p,  i  —  k2.  Or,  dans  ce  cas,  l'équation  <I>(/f2)  =  o  se  dé- 
compose par  l'adjonction  de  i\/D  en  deux  autres  $,  (ât2,  /\  I)  =  o, 
$<  (A2,  —  îyD)  =  o;  les  fonctions  y^>  i  —  k2  servent  à  exprimer    les 

racines  de  l'une  de  ces  équations  par  celles  de  l'autre;  les  fonctions  ç,/)0 
suffisent  pour  exprimer  les  racines  de  chacune  d'elles,  les  unes  par  les 
autres. 

57.  Désignons  par  Sp>p  la  substitution  qu'on  obtient  en  remplaçanl 
chaque  racine  k2  de  l'équation  $(/c2)  =  o  par  la  racine  yp,9(kj*  '  \  I  >   • 
L'ensemble  des  substitutions  renfermées  dans  l'expression 

forme  évidemment  un  groupe  G,  dont  Tordre  est  égal  an  degré  de  I  é- 
quation,  à  moins  qu'elle  n'appartienne  à  la  première  catégorie  «'i  à  un 
déterminant  de  la  l'orme  —(/\lt  -f-3);  dans  (■«•cas.  Tordre  du  groupe  I  i 
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est  égal  à  la  moitié  du  degré  de  l'équation.  Après  l'adjonction  de  i^/D, 
le  groupe  de  l'équation  est  contenu  dans  G.  En  effet,  posons 

les  fonctions  rationnelles  0y  étant  choisies  parmi  celles  qu'on  obtient 
par  le  procédé  du  n°  35;  si  une  substitution  T  du  groupe  de  l'équation 
remplace  kl  par  0p(k;),  elle  remplacera  k)  par  ûj[6p(*;)]  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose  (36),  par  6/,(/rj);  par  suite,  la  substitution  T  appar- 
tient au  groupe  G. 

De  l'équation  (94)  on  tire 

on  supposant  que/?  divise  D,  on  a 

p       o  (mod/?), 

donc 

c      —  S  '  S-   —  1 

Cherchons  l'ordre  de  S^p.  En  faisant  subir  au  module  A  la  substi- 
tution S™p,  on  obtient  un  module  km  qui,  en  supposant  a  premier  à  p. 
est  défini  par  l'équation 

apmV;n  -h  ibmC,n+-  cm  =  o, 
où 

b%    =  —  D     (mod  apm), 

bn      I>  (mod  a), 

bm    =  — p      (mod/j), 

congruences  qui  déterminent  bm  aux  multiples  de  apm  près.  Pour  que 
S"p  soit  la  substitution  identique,  il  faut  et  il  suffit  que  k2m  =  A2,  c'est- 
à-dire  qu'il  soit  possible  de  trouver  quatre  entiers  /■.  s,  r\  s'  satisfaisant 
aux  équations 

rs'  —  r's=  1 , 

apm  -  =  as "•  h-  2bss'  -+-  es9, 

b   =  h  -h  ar's'  -f-  -ibr' s  -h  ers. 
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s  étant  divisible  par  4-  Si  l'on  avait 

s  =2     (mod  4), 
on  aurait 

et,  si  s  était  impair, 


i  —  i^k 
De  ces  équations  on  tire 

ibss'  -f-  es2  =  o, 
2b/''. s  -+-  G7-.s  =  o     (mod  a): 

dl      1  \  s  > 

OU 

2bs~=o,  cs  =  o     (mod  a). 

S'il  s'agit  de  la  première  espèce,  a,  'ib,  c  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun :  donc  on  a 

s  =  o     (mod  a); 
en  faisant 

s=ya, 
on  trouve 

jo'b  =  .s-  -  -+-  2  bs'y  h-  acy-  =  (*'  h-  &y)3  -h  Dy2, 

y  et  .s'  -h  6y  étant  premiers  entre  eux. 

Au  contraire,  s'il  s'agit  de  la  seconde  espèce,  on  peut  seulement 

conclure  que  s  est  divisible  par  -;  en  faisant  alors 


a 

on  a 


\pm  =  4  s'3  -+-  4  />«?'/  H-  acy2  =  (  25'  -+-  &y)a  h-  I  h". 

y  cl  2.?'  ■+■  &y  ne  pouvant  avoir  un  autre  <li \  Iseur  commun  que  2. 
Si  D  =  Sh  —  1,  y  ne  peut  cire  impair,  car  l'équation  donnerai I 

\pm==o     (mod  8), 
ce  qui  est  absurde  ;  si  D  =  8Ah-3,  -es!  impair  et,  par  suite,  )   pair 
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Donc,  en  faisant  pour  la  seconde  espèce  y  ==  27),  on  a 

/,'»  =  (.ç'+^TJ)2-hDri2, 

comme  pour  la  première.  Pour  que  S^.p  soit  de  Tordre  m,  il  faut  donc 
que  p"1  puisse  être  représenté  par  la  forme  principale  en  nombres  pre- 
miers entre  eux. 

Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  et  qu'on  ait 


p'"  =  x-  -4-  y 


2D 


x  ai  y  étant  premiers  entre  eux.  En  faisant 

s  =  ay,         s'  =  x  -  by, 

on  a 

p"1  —  s'2  h-  2  bs'y  -h  «cy2  ; 

s  et  .s'  seront  premiers  entre  eux;  en  effet,  un  diviseur  de  y  ne  peut 
diviser  s',  et,  si  un  diviseur  de  a  divisait*',  il  diviserait pm,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse.  Donc,  il  est  possible  de  choisir  les  nombres  r,  r  de 
manière  à  rendre  rs'  —  r's  égal  à  i .  Gela  posé,  on  a 

apm  =  as"2  ■+-  ibs'.s  -f-  cs27 
et,  en  faisant 

h'  =  b  -h  ar's  -h  -ibr' s  -f-  ers, 
on  a,  de  plus, 

£'-*==_  D     (moda/), 

&'=&  (mod  a), 

&'  =  ±  p      (mod/?). 

En  supposant  qu'on  ait 

//  =  —  p         (mod  /;), 
on  en  conclut 

&'  =  bm     (  mod  r///"  ) . 

de  sorte  que  le  carré  du  module  défini  par  l'équation 

est  égal  à  k2m  ;  donc,  km  appartient  à  la  même  classe  de  formes  que  A ,  el 
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si  de  plus  ay  est  divisible  par  4,  on  a 


*: 

—  k2->         S™? 

Si  l'on  a 

&'  =  4-p, 

on  a  évidemment 

S'"     —  i 

ce  qui  entraine  S™  = 

i . 

On  trouve  des  considérations  parfaitement  analogues  dans  le  Mé- 
moire du  P.  Joubert  (Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  (1rs 
Sciences,  t.  L). 

De  l'analyse  précédente,  on  déduit  ces  règles  :  en  désignant  respec- 
tivement par  m,  mn  m2  les  exposants  des  plus  petites  puissances  de  /> 
qui  puissent  être  représentées  par  les  formes  x'2-hDy'2,  ar-f-^Dy-, 
X'  -+-  16  D/2,  Tordre  de  la  substitution  S^  est  égal  à  m  pour  les  équa- 
tions de  la  première  catégorie,  si  D  =  [\h  —  i  ou  =  l\h\  il  est  égal 
à  m{  pour  les  équations  de  la  première  catégorie,  si  D  =  ^h  -+- 1 
ou  —  l\h  -+■  2,  et  pour  les  équations  de  la  seconde  espèce  et  de  la  se- 
conde catégorie  ;  enfin  il  est  égal  à  m2  pour  les  équations  de  la  premier.' 
espèce  et  de  la  seconde  catégorie. 

Supposons  que,  D  étant  de  la  forme  8 h  -+-  3,  on  ait 

r  et  y  étant  impairs,  et  que  n  soit  le  plus  petit  exposant  pour  lequel 
cette  équation  puisse  être  résolue.  Alors  Sj>p  est,  pour  l'équation  de  la 
seconde  espèce,  la  plus  petite  puissance  de  Sp,p  qui  remplace  chaque 
module  par  un  autre  appartenant  à  la  même  classe  de  formes.  (  h 
on  a 

On  en  conclut  que  S/;>pest  de  Tordre  3/* si,  pourD  =  iG/i'H-  3,  on  a 

x2:=y-     (mod  i(>  ), 
et  si,  pour  D  =  i6h' -f-  i  i ,  on  a 

/•-'       (jy-     (mod  i(>  l. 
Dans  les  cas  contraires,  S^p  est  évidemmenl  de  Tordre  6/i. 
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On  peut  aussi  conclure  de  ce  qui  précède  que  S^  est  de  l'ordre  2, 

à  moins  qu'on  n'ait 

p  =  \)  =  \h  -  . 

et  que  l'équation  appartienne  à  la  première  catégorie. 

38.  iNous  considérerons,  dans  les  numéros  suivants,  la  décompo- 
sition des  équations  des  modules  singuliers  en  équations  partielles  cor- 
respondant aux  divers  genres  de  formes  quadratiques.  Soit,  comme 
plus  haut,  $(/c2)  =  o  une  des  équations  appartenant  au  détermi- 
nant —  D,  k]  une  de  ses  racines  que  nous  supposerons  définie  par  les 
équations 

îyD.20)1=       bi .  2  G>,  -h  CLK  0)\ , 

i  \J\)      (j}'t=  —  c, .  2  oj ,  —  b{  a)',  ; 
d'où 

«,'C;^  ibXi  +  <\  =  o. 

Soit,  de  plus,  p  un  nombre  premier  impair,  diviseur  de  D,  et  dési- 
gnons par  /  ,  /)0,  /(il,  ...,  /,(/;_,  les  modules  qu'on  déduit  de  A-,  par 
les  transformations  principales  du  degré  p  -h  1,  /    y  étant  celui  qu'on 

obtient  par  la  division  de  la  période  (x  -]-yi\fD)x3  (n°  50).  Nous 
supposerons  enfin  que  a{  soit  premier  à  p,  ce  qui  est  permis,  de  sorte 
que  nous  pouvons  faire  xs  =  20),.  Gela  posé,  considérons,  en  suivant  la 
voie  indiquée  par  M.  Kronecker  dans  sa  célèbre  Communication  de 
1862,  le  produit  A,  des  différences  des  l2t  m,  formé  d'une  manière  dé- 
terminée, par  exemple  la  suivante  : 

A,=    (';,  -';,)(';,-  ';,,)•  ••(';.»    -'?,„-.)> 
x  (/;,„-';,  )(/;.,- ';,,)•  ••  (*:.„-,- *:..), 

x  (/;.„- /;,)(/;,  --*;.,)•.■('?.,-,-':.,)> 


l'Ius  loin,  on  verra  que  la  valeur  de  A,  est  indépendante  des  coeffi- 
ficients  a,,  />,.  c,,  le  carré  du  module  primitif  k]  étanl  déterminé.  On 


MULTIPLICATION    COMPLEXE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  'ï^n 

sait  que  A,  n'est  pas  altéré  par  une  substitution  linéaire 

■j.u  -+-  3 
Y  «  -+-  8 

relative  aux  seconds  indices,  pourvu  que  ao  —  (3y  soit  un  résidu  qua- 
dratique de/j,  mais  qu'il  se  change  en  —  A,  dans  le  cas  contraire.  (  )i . 
d'après  le  n°  52  B,  le  groupe  G'  contient  les  substitutions  |  a  u  -+-  fi  |, 
et  le  groupe  H'  en  outre  les  substitutions  \u  —  u  ■+■  (3|;  donc  A,  csl 
invariable  parles  substitutions  de  G',  et  siy?  =  i  (mod  4)>  il  lest  aussi 
par  les  substitutions  de  H';  au  contraire,  si  ip  =  —  i  (mod  \  ),  la  sub- 
stitution |  u      —  u  |  change  A,  en  —  A, . 

Dans  le  premier  cas,  A,  s'exprime  en  fonction  rationnelle  et  entière 
de  li\.  Dans  le  second,  il  s'exprime  en  fonction  entière  de  k\  et  de  i\  D  ; 
or,  puisque  la  valeur  qu'induit  A,  par  la  substitution  |  u  —  u  |  se  dé- 
duit de  la  valeur  primitive  en  changeant  le  signe  de  i  \/D,  on  conclut 
que  A,  est  égal  à  une  fonction  entière  de  k2  multipliée  par  z'y  I) .  Nous 
pouvons  donc  écrire 

-^  =  <K*Î)»  si  P  — l       (mod  4)> 

A,  =  i\jD  <{>(&;),         si  p  =  —  i     (mod  '|  ). 

<  )u  se  rappelle  que,  pour  un  nombre /j  donné,  la  fonction  i>(  lr  )  esl 
identiquement  la  même  pour  toutes  les  racines  de  l'équation 

<P(A-J)  =  o. 

En  désignant  par  A-  un  module  indéterminé,  par  A  le  produit  des 
différences  des  racines  /;,  JJ,  /; ZJ  ,  de  l'équation  modulaire  du 

degré  p  -t-  i ,  on  a 

A=v/(-i)^/.(^)i 

v  dénotant  une  l'onction  entière.  Pour  faire  coïncider  A  avec  A,  pour 
A-2  =  A-,  nous  supposerons  que  A  dépende  de  Ç,  /„,  . . .,  Ç  ,  de  la  même 
manière  que  A,  dépend  des  l; x,  /'0,  . . .,  /;.,,  ,,  el  que  lx  désigne  le  mo- 
dule obtenu  par  la  division  de  la  période  bt.  2tu  -t-  a{  &>',  lu  celui  qui 

Journ.  de  Math.  (4"  9érie),  tome  [II.       Fasc.  II.  '{ 
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répond  à  (i  -+-  bt  u  )2io  +  at  ua>'.  On  a  donc 

j  <K*Î)  =  \£x(*ï)»  si  P— '        (mod  4), 

|  <K*Î)  =  V^X<*î)'        "/>  =  -'     (mod4)- 

Soit  maintenant  A:;  une  autre  racine  de  l'équation  $(Âr2)  — -  o  déter- 
minée par  l'équation 

a2Ç*  -h  2&2'(2  -h  c.,  =  o, 

a2  étant  premier  à  /?,  et  soient  /2i„,  A2  les  quantités  (jui  correspondenl 

à  /,„,  A,  ;  nous  avons 

A2  =  ^(/ç),  si  p==i  (mod  4), 

A2=  isj]}'^(k':2),  si  /?  =  — ]      (mod  4)- 

D'autre  côté,  faisons  varier  '(de  '(,  à  '(2,  et  appelons  A',  l'u  les  valeurs 
de  A  et  de  lu  pour  '(  =  Ç2;  nous  avons  ainsi 


-v=y/(- ,)">•/.(«). 

Puisque  les  l'u  coïncident,  à  l'ordre  près,  avec  les  /2>B,  on  a 

A'  =  ±A2. 

Pour  déterminer  le  signe,  remarquons  qu'en  taisant  '(  =  '(.,,  nco  et  («/de- 
viennent respectivement  2oj2  et  co'2;  donc  l'u  correspond  à  la  période 
(i  -+-  bt  u)  2co2 h-  «,  w(o'2,  tandis  que  A,,,,  correspond  à 

(  i  -h  w£2  )  2  û>a  H-  r/2  m 0>2  ; 

donc,  en  faisant  l'u,=  /2(H,  on  a 

M  =  7 ; r-r (lll()(l/>). 

((7,62—  agOjJa  +  a,     v  l  y 

Ainsi,  A'  se  déduisant  de  A2  par  une  substitution  linéaire  sur  les  A,,,, 
dont  le  déterminant  est  ata2,  on  a 

A'=  A2         ou         A'  — —A.. 
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suivant  que  ata2  est  résidu  quadratique  de  p  ou  non.  Dans  Le  cas 
spécial  où  k\  coïncide  avec  k'\,  a,  a2  est  résidu,  les  deux  formes  (a,,  &, ,  c,) 
et  (a2,  &2,  c2)  étant  proprement  équivalentes;  donc,  A,  étant  déter- 
miné, la  valeur  de  A,  est  indépendante  du  choix  des  coefficients  an 
bt,  cn  comme  nous  L'avons  dit.  En  général,  on  trouve 


(96) 


(+(*î)  =  (^r)v/fix(*î).         si  /,=,-!     (mod4), 


-*— -  ]  étant  le  symbole  de  Legendre. 

Avant  de  faire  usage  des  équations  ((p),  (9^),  il  faut  démontrer 
que  leurs  deux  membres  ne  s'annulent  pas  séparément,  ce  qui  ne  pré- 
sente pas  de  difficulté.  En  elfet,  si  Ton  avait  A,  =  o,  deux  racines  l*  , 
/,'"  de  l'équation  modulaire  seraient  égales  ;  en  désignant  par  Ç', ,  Ç,  les 

valeurs  de  '(  qui  correspondent,  on  aurait 

£,  =  //(',  -h  m'  =  jiÇ\  -h  m" 
ou 

;,=/»;, +  ™  =  ^j 

on  en  tire  respectivement 

v»         pÇ, -\- m' —  m"  y"  or'     ,  , 

É(  =  ^ — —  ou         C,=/»2^,-f-/»'w, 

d'où  Ton  peut  conclure  que  le  module  l\  admettrait  une  multiplication 
complexe  du  degré  p2.  Or,  l\  appartenant  nécessairement  au  détermi- 
nant —  /rD,  on  aurait  Tune  des  deux  équations 

p-  =  x-  -h y-p- 1),         4/»2  =  x2-\-y*p2 1), 

r  u'étant  pas  zéro;  mais  ces  équations  sont  impossibles,  à  inoins  qu'on 

n'ait 

D  =  1         ou         D  =  3, 

deux  cas  dont  nous  n'aurons  pas  à  nous  occuper. 

En  supposant  que  /;  soit  =  1  (mod  4)>  on  v°il  (lll(?  toute  racine  de 
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l'équation  $(k2 )  =  o  satisfait  à  Tune  des  équations 

<|,(Ar»)  =  xpyX1'2)         ou         'KA")  =-  V>/. ('/«'-)• 
Désignons  par 

le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  $( A2)  et 

alors  F(&2,  —  \//?)  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  $(A:2)  et  de 

f-p(A'2)  4-  v^  X  C^2)'  et  P11^0!116  l'équation  des  modules  singuliers  n'a  pas 
de  racines  doubles  ou  multiples,  on  a 

(97)  <I>(A2)  =  F(A%^)F(A%-V/?); 

de  plus,  on  voit  que  les  racines  se  distribuent  entre  les  deux  facteurs 
du  second  membre  d'après  les  valeurs  de  (  — )>  en  d'autres  termes,  sui- 
vant le  caractère  relatif  au  module  p  que  possède  la  forme  quadratique 
correspondante.  Pour  abréger,  nous  attribuerons  dans  la  suite  ce  carac- 
tère au  module  lui-même. 

Pareillement,  si/;  =  —  i  (niod  4)j  et  que  ~  ne  soit  pas  un  carré  par- 
fait, on  trouve 

(98)  »(*■)  =  f  (^v^M^'-V/b)' 

les  modules  se  groupant  suivant  leurs  caractères  (mod/j).  Dans  le  cas 
où  D  ost  un  carré  parfait,  cette  formule  peut  être  remplacée  par  (  97  ). 
On  a  vu,  au  n°  22,  que  si  1)  n'est  pas  un  carré,  $(A"2)  se  décompose 
en  deux  facteurs  par  l'adjonction  de  y/D  ou  de  i\/D.  Supposons  d'abord 
que  la  première  décomposition  ait  lieu,  et  faisons 

si  maintenant jp  =  i  (mod  4)j  on  a  en  même  temps  L'équation  (97);  il 
s'ensuil  évidemment  qu'à  l'exception  dos  cas  où  D=/>,  (\\(h\  \l)) 
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se  décompose  par  l'adjonction  de  \[p  en  deux  facteurs,  de  sorte  qu'on  a 

<I>t(A2,  v'D)  =/(*»,  v//7,  yjB)/(k%-^  v/D), 
F  O2,  v>)  =/(*2,  v>,  VÏ5)/(A-2,  vfr  -\/D). 

Ainsi  ^(A2)  est  décomposé  en  quatre  facteurs /(A2,  ±  y/p,  ±  VD), 
de  manière  que  les  racines  de /(A2,  ±  y/D,  y,y>)  =  o  possèdent  le 
môme  caractère  (mod  p),  celles  de/(A2,  ±  yD,  —  \/>)  =  o,  le  carac- 
tère opposé. 

Si  />=  —  i  (mod  i),  l'équation  (97)  est  remplacée  par  (98  );  on  aura, 

D 
pourvu  (pie  —  ne  soit  pas  un  carre, 

<Ï\(A2,  v'D)    =  /(A2,  v7>,  y/D)/(A2,  -  y£,  v'D); 

F(A"2'\/b)  :=/(A'2'  V^'  v/S)/(/"'  ~  VÊ,  -  v'D)- 

Donc  $(Zr2)  est  encore  décomposé  en  quatre  facteurs,  mais  ici  les 
racines  des  équations 

/(A2,  vfc  VD)  ==  o,        /(A2,  -  s/p,  -  v'D)  -  o 

possèdent  le  môme  caractère,  celle  des  autres  le  caractère  opposé. 
Dans  les  cas  où  la  décomposition  par  i\JD  a  lieu,  on  a 

a>(A2)  =  *((A2,  ^/D)<I),(A2,-/VI>), 
et,  si  /^  =  i  (mod  4)  : 

<1>)(A2,/V/D)  =  /(A2,  x'/7,  /VD)/(A2,  -v?v\l»  • 
F  (A2,  y>)  =/(*%vfr  <ÏD)/(A%  v/>,  -  *7D)i 
si  /;  =—  1  (mod  4), 

$,(*Vv/D)  =  /(*2,  *'v/p,  *v/D)/(*S  -  ifais/V  . 
f(a2, y/jg)  =/(A2,  lyfc  /y/D)/(A2,  -  ivfo  -  ' s  '>  : 
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d'où  l'on  tire  dos  conclusions  analogues  à  l'égard  des  caractères  pro- 
pres aux  racines  des  quatre  équations  partielles. 

39.  Soit  maintenant  D  =  nr  D',  m2  étant  le  plus  grand  carré  divi- 
sant I),  et  désignons  par/?,,  p2,  . ..,  p^  les  nombres  premiers  impairs 
qui  divisent  D;  dans  les  cas  où  D  >2,  nous  supposons  que/fy  soit  un 
diviseur  de  D'.  Choisissons  de  plus  pour  chaque  module  singulier 
l'équation  a'Ç- -h 'ib'C -h  c  =  o,  de  telle  manière  qu'on  puisse  recon- 
naître l'ensemble  des  caractères  du  module  par  l'un  des  coefficients 
extérieurs;  ce  sera  c  ou  «qui  servira  de  nombre  caractéristique,  sui- 
vant que  le  module  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde  caté- 
gorie. Cela  posé,  éludions  la  décomposition  du  polynôme  (I>  (A  -  )  par 
l'adjonction  simultanée  des  radicaux  \j±pn  \±p.2,  ...,  \  ±  p^.  11 
faudra  pour  cela  distinguer  plusieurs  cas. 

Soit  d'abord  D  =  \h-\-i.  Si  1)'>  t,  on  a 

*(ÂM  =  4>,(/r,  s  D)  (!>,(/>%  -VD); 

diaprés  le  n"  22,  on  peut  supposer  que,  pour  les  modules  qui  appartien- 
nent au  premier  facteur,  on  ait  c=i  ou  a=i(mod4)5  ou  bien,  en 
faisant  usage  de  l'expression  de  (iauss,  que  les  modules  qui  possèdent 
le  caractère  (i,  r\  )  appartiennent  au  premier  facteur,  ceux  qui  ont  le 
caractère  (3,  4)  au  second.  A  son  tour  le  polynôme  (\\  (A2,  \  D)  admet 
une  décomposition  relative  à  chacun  des  radicaux  \]pXi  \/>2 \ />,x  : 

<I>,(/r,  ND)  =/,(*»,  vfr,  s/D)/(  (A-,  -  s/v  s  D)  =  ... 

(  )n  en  conclut  que  (1),  (A%  \  D)  =  o  se  décompose  en  2tx_'  équations 
partielles  de  la  forme 

i  99  i  /'U'%  \/>n  \P>,  ••-,  \/V«>  vD)  =  "• 

OÙ  le  premier  membre  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 


Si,  dans  l'équation  (99),  on  change  le  signe  de  l'un  des  radicaux 
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SPn  ■••>  s/Pv-i,  par  exemple  celui  de  v^7,  en  conservanl  les  autres 
signes,  on  obtient  une  nouvelle  équation,  dont  les  racines  ont  conservé 
les  caractères  relatifs  aux  modules  p21  . . . ,  p^_n  pendant  que  leur  carac- 
tère (mod/>4)  est  changé.  Par  cela  le  caractère  (mod p^)  est  changé 
ou  conservé,  suivant  que  p,  divise  D'  ou  non.  En  mettanl  L'équa- 
tion (99)  sous  la  forme 

(IO°)  fO2,  \fFi,  \fïh,  •  •  -,  V/v)  =  °- 

la  nouvelle  équation  sera 

?(£2j  -  \Pn  \P>,  •••,  \/V-u  =F  \Py.)  =  <>• 

où  évidemment  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  si  pt  divise  D',  l'in- 
férieur dans  le  cas  contraire.  Donc  le  signe  dc^p^  doit  aussi  rire  déter- 
miné suivant  le  caractère  que  possèdent  les  racines  de  la  nouvelle 
équation  par  rapport  au  module  p^.  L'équation  $,  (A%  —  y  D)  =  o  se 
décompose  de  la  même  manière;  si  dans  une  de  ses  équations  par- 
tielles on  veut  avoir  les  mêmes  caractères  (mod/?,),  .  . .,  (mod  »„_,  > 
que  dans  l'équation  (99),  le  caractère  (mod/^)  sera  changé;  en  vertu 
de  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  on  a  ainsi  l'équation 

/[^'(-,)^-"v^,(-)^-"v^)...,(-I)'<v.-')v/— ,_vb]  =  „ 

ou  bien 

f  [*»,  (-  .y""-"  vfr,  (-4""-^p>,  -,  (-  i),1(''-"V/v;.  -1-  ■  >'"'  VJ  =05 

on  démontre  la  dernière  équation  en  remarquanl  que  les  diviseurs  pre- 
miers de  D'  <{iii  sont  de  la  forme  \h  —  1  sont  en  nombre  pair.  L'équa- 
tion $(A2)  =  o  est  ainsi  décomposée  en  2^  équations  partielles  du 
même  degré,  répondanl  chacune  à  un  genre  déterminé  de  formes  qua- 
dratiques du  déterminanl  — I).  Supposons  que  l'équation  proposée 
soit  de  la  première  catégorie,  et  déterminons  les  signes  des  radicaux 
\pn  ...,  v/fy de  telle  manière  que  l'équation  (100)  réponde  au  genre 
principal  ;  on  en  déduit  l'équation  partielle  satisfaite  par  le  moi  lu  le  défini 

par   la   relation  aZ?  ■+-  ib  £-1-  c  =  o,   en   changeant  \/>,   enf  —  Jv/V) 


244  SYLOW. 

quand  c  =  i(mod4);  en(—  i)5*   "  (j-J  \lpn  quand  c  =  -  i  (inocl .{), 

c'est-à-dire  qu'on  obtient  l'équation  partielle  clicrchéc  en  remplaçant 

\/V  par  \  —  )\fpr'  S'il  s'agit  d'une  équation  de  la  seconde  catégorie, 

c  doit  cire  remplacé  par  a.  C'est  la  règle  indiquée  par  M.  Kronccker, 
à  l'occasion  des  déterminants  —  21,  —  io5;  il  faut  pourtant  remarquer 
que  la  classification  des  modules  singuliers  que  nous  avons  adoptée  ne 
coïncide  |»as  avec  celle  de  M.  Kronecker.  Ces  résultats  sont  encore 
valables  si  D'  =  1  ;  en  effet,  on  trouve  dans  ce  cas  l'équation  (joo)  par 
décomposition  immédiate  de  $(&*)  =  o,  et  il  n'existe  pas  de  genre 
avant  le  caractère  (3,  4)- 

Supposons  D  =  f\h  —  1.  On  a  aussi  D'  =  —  1  (mod4)  et,  par  suite, 
D'  contient  au  moins  un  diviseur  premier  de  la  forme  (\li  —  1);  nous 
pouvons  donc  supposer  p^=—  1  (mod/f)-  Pour  écrire  plus  simple- 
ment les  formules,  nous  poserons 

pt=p2==...=pi=i,        />)H  .,==s/?jh  .2=...  ==7^==—  1      (inod  (). 

Considérons  d'abord  les  équations  de  la  première  espèce  et  de  la 
première  catégorie.  L'équation  <1>(A-2)  =  <>  se  décompose  en  deux 
antres  <l>,  (A2,  i\fD)  =  o  et  $<(&*,  —  i yfD)  —  o,  on  il  est  permis  de 
supposer  que  les  modules  pour  lesquels  le  coefficient  b  est  congru  à 
1  (mod  \)  satisfassent  à  la  première,  les  autres  à  la  seconde  équa- 
tion (n°  22).  Chacune  de  ces  équations  se  décompose  de  nouveau 
comme  dans  le  cas  précédent;  en  désignant  par 

(roi)         o(A%  \fp~n  \Jp2,  ...,  s/>).,  <  V>>+n    ••>  <V7V)  =  °i 
l'une  des  équations  partielles  provenant  de  la  première,  celle-ci 


(102)     9  (A-,  s/;,.  s/>2,  .  .  .,  s/;>.,  -  i\  />>,,,,  . .  .,  —  z'\/v)  =0 

appartient  à  la  seconde;  les  racines  de  ces  deux  équations  partielles 
présententle  même  ensemble  de  caractères  et  répondent,  par  suite,  à 
un  même  genre  de  formes;  les  racines  de  l'une  son!  les  réciproques  de 
celles  de  l'autre  (n°  22).  Quand  D  est  de  la  forme  SA  ■+-  3,  il  y  a  aussi 
une  autre  relation  entre  les  racines  dc>  deux  équations;  en  effet,  si  Ton 
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fait  '(  =  —  jy<->  ce  qui  donne  le  module  transformé  A',  on  a 


4  S' 


4c'c2-  2*î:,+ï  =  oj 


où  7  est  impair  ;  on  en  conclut  que  A'  appartient  non  seulement  au  même 

déterminant,  à  la  même  espèce  et  à  la  même  catégorie,  mais  aussi  au 
même  genre.   Donc  k2  satisfaisant  à  (101),  A'2  satisfait  à  (102);    de 

plus  (101)  sera  satisfaite  par  A2,  -rr2->     /2    ;  (|02)  par  ^  A'2,  -rn~ •  Si 

Ton  suppose  les  radicaux  tellement  déterminés  que  l'équation  (101) 
réponde  au  genre  principal,  avec  &=  1  (mod  4),  on  en  tire  celle  qui 

est  satisfaite  par  A2  en  changeant  \[pr  en  (  —  j  \Jpn  i  en  ib. 

Pour  les  équations  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde  catégorie, 
les  équations  (101),  (102)  sont  remplacées  par  les  suivantes 


(io3)  o(A2,  v>n  •  •  -,  \pi,      y/pu-i,  •  •  • ,       VÎv)  =  °5 

(1 04 )  o (A2,  y>, ,  . . . ,  v7A,  -  \/>/.+  n  •  •  • ,  —  \IFv)  =  °i 

dont  la  première  a  lieu  si  <z  =  i,  la  seconde  si  a  =  —  1  (mod  4)-  Il  esl 
facile  devoir  que  les  deux  équations  sont  réciproques.  Si  (io3)  répond 
au  genre  principal,  on  en  déduit  l'équation  qui  est  satisfaite  par  le  mo- 
dule k,  en  remplaçant  \/^rpar(  — )  \/pr. 

Dans  la  première  catégorie  de  la  seconde  espèce  il  y  a  deux  équa- 
tions, dont  Tune  a  lieu  poura  =  o  (mod  8),  l'autre  pouras  ((mod  8), 
les  racines  de  Tune  étant  les  réciproques  de  celles  de  l'autre.  Chacune 
de  ces  équations  se  décompose  comme  dans  la  première  catégorie  de  la 
première  espèce;  on  a  donc  deux;  équations  appartenant  à  chaque 
genre,  définies  par  les  formules  (101),  (102).  Si  «ee  o(  mod  8  ).  les 
racines  de  l'une  sont  les  compléments  de  celles  de  l'autre.  Eu  partant 

des  équations  qui  répondentau  genre  contenant  la  forme  (-      -»  1,  2Jj 

la  règle  des  signes  est  évidemment  aussi  la  même  que  dans  la  première 
catégorie  de  la  première  espèce,  en  y  remplaçant  c  par  '  c. 
Dans  la  seconde  catégorie  de  la  seconde  espèce,  on  a 

a=  2     (mod  4)- 

Jourti.  de  Math.  (\'  série*,  tome  III.  —  l'asc.  II.  ->- 
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On  a,  pour  chaque  genre  de  formes,  deux  équations  définies  par  les 
formules  (io3),  (io4),  dont  la  première  répond  à  ^  ^^  i  (mod  4),  la 
seconde  à  (  -  )  =  3,  les  racines  de  l'une  étant  les  réciproques  de  celle 
de  l'autre  (n°  22).  En  partant  de  l'équation  qui  répond  au  genre 
contenant  la  forme  (2,  1,  ^"'ji  la  règle  des  signes  est  la  même  que 
pour  la  seconde  catégorie  de  la  première  espèce,  en  remplaçant  seu- 

lement  a  par  -• 
1       2 

Soit  maintenant  D  =  Sh±  2.  On  a 

$(*')  =  <P,(A-a,  V/D)<I>,(A-2,  -VD). 

En  poursuivant  les  décompositions  comme  pour  D  =  \li  -h  1,  on  voil 
que  chacun  des  deux  facteurs  donne  2^  équations  partielles  respective- 
ment des  formes 

(io5)     ç(/r2,  \/p{,  \Jp2,  .  . . ,  v^Xj       V/A+n  •  •  • ,       \/V>       V  2    =  o, 
(106)     <p (  A-,  v^i }  sjpi,  •  •  • ,  y/pi,  -  \'p>.+  i >  ■  •  • ,  —  \fiPvi  =T=  V2)  =  <>• 

dont  (io5)  a  lieu  si  c^ee  1  pour  la  première  catégorie  (en  supposant  b 
divisible  par  4,  voir  n°  22),  si  a  =  i  pour  la  seconde,  pendant  que 
(10G)  a  lieu  dans  les  cas  contraires;  le  double  signe  correspond  à 
celui  de  Sh  ±2.  Les  modules  qui  satisfont  à  ces  équations  ont  les 
mêmes  caractères  (mod/?,),  (modp,),  . ..,  (mod/fy);  or  les  formes 
du  déterminant  —  D  possèdent  en  outre  un  caractère  (mod  8),  qui 
est  déterminé  par  les  autres  caractères,  tandis  que   les   valeurs    de 

r  —  1  a  —  \ 

(__])  2  ou  (—1)  2  ne  le  sont  pas;  donc  les  équations  (io5),  (10G) 
répondent  au  même  genre  de  formes.  On  voit  aisément  que  dans  la 
première  catégorie  les  racines  de  l'une  de  ces  équations  sont  les  réci- 
proques de  celles  de  l'autre,  et  que  dans  la  seconde  catégorie  /.-  et  -p 

satisfont  à  la  même  équation.  En  remarquant  qu'on  a,  pour  la  pre- 
mière catégorie, 
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où  qr  doit  être  égalé  à  tous  les  diviseurs  premiers  impairs  de  D',  ou 
trouve  facilement  la  règle  des  signes  :  l'équation  (io5)  répondant  au 
genre  principal,  on  obtient  celle  qui  est  satisfaite  par  un  module  À  en 

changeant  \Jpr  en  (  —  j  \rp^r,  \/^cn(— i)  8  \ji.  Pour  la  seconde  caté- 
gorie c  est  remplacé  par  a. 

Si  D  =  i(2.h  -h  1)  il  y  a  deux  équations  appartenant  à  la  première 
catégorie,  une  à  la  seconde.  Chacune  de  ces  équations  se  décompose 
en  2^  équations  partielles  répondant  aux  2^  genres;  celles  de  la  seconde 
catégorie  sont  réciproques.  Quant  à  la  forme  des  équations  partielles 
et  à  la  règle  des  signes,  tout  est  comme  pour  D  =  4  A  h-  1 . 

Si  D  =  227r+,(4A  ±  1),  où  t.  >  o,  la  forme  des  équations  partielles 
et  la  règle  des  signes  sont  les  mômes  que  pour  D  —  Sh  ±  2.  Mais 
puisque  les  formes  peuvent  avoir  quatre  caractères  différents  par  rap- 
port au  module  8  :  (1,  8),  (3,  8),  (5,  8),  (7,  8),  les  deux  équations 
(io5),  (10G)  répondent  à  des  genres  différents;  il  n'y  a  donc  qu'une 
équation  partielle  pour  chaque  genre. 

Enfin,  si  D  =  or^^ih  -h  1),  t.  surpassant  1 ,  on  a  la  même  décomposi- 
tion et  la  même  règle  des  signes  que  pour  D  =  l\h-\-  r;  mais,  comme 
chaque  classe  a  un  caractère  par  rapport  au  module  8,  qui  n'est  pas 

déterminé  par  les  caractères  relatifs  aux  modules   {,  />,./>_, />,,. 

chacune  des  2^  équations  partielles  répond  à  l'ensemble  de  deux  genres 
distincts.  Dans  ces  seuls  cas  la  décomposition  dont  il  s'agit  ne  suffil  pas 
pour  séparer  les  modules  appartenant  aux  divers  genres. 

40.  L'analogie  fait  présumer  qu'il  existe,  pour  les  déterminants 
cle  la  forme  —  'i^^ih  -h  1),  une  nouvelle  décomposition  qui  sépare 
complètement  les  genres,  et  l'on  est  porté  à  croire  qu'elle  aura 
lieu  par  l'adjonction  de  \ji.  On  peut  le  démontrer  par  les  considé- 
rations suivantes,  qui  éclaircissent  en  même  temps  quelques  autres 
points. 

Soit  k  un  module  quelconque,  k0  celui  qu'on  en  déduit  par  la  trans- 
formation principale  du  degré  impair  // ;  on  a  une  équation  de  la 
forme 


F[(8H 


=  o 
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ou  bien,  si  n  =  8  A  ■  -+-  i, 


si  n  =  8//  -+-   >, 
si  n  —  8A  -h  5, 

si  n  =  8  A  -+-  7, 


Pour  avoir  une  équation  en  y  A"  satisfaite  par  les  modules  de  la  pre- 
mière espèce  et  de  la  première  catégorie  du  déterminant  impair  —  D, 

on  peut  faire  n  =  D,  et  (nos  10,  11)  ^  =  ±— l— ,  si  rc=8A--  l 

1  y/ A-  \/l"c\/K 

ou  =  8 A  4-  5;  mais  y/7^  v^  =  ±  v^  V^j  si  w  =  8  A -4-  3  ou  =  8A+  7. 
On  obtient  ainsi  deux  équations,  qui,  pour  D  =  8A±  i,  sont  de  la 


tonne 


pour  D  =  8 A  ±  3,  de  la  forme 


=  o 


ou  bien 
(.07) 


+■  ibc    r-    n\  s  (        '  ±  ibc 


où  il  faul    prendre   le   signe  supérieur  si  D=8A±i,    l'inférieur   si 
D  =  8A±3. 

Multipliées  membre  à  membre,  ces  équations  reproduisent  les  équa- 
tions en  ibck  des  nos  10  et  il.  L'équation  modulaire  n'étant  pas  altérée 

quand  on  remplace  \Jk  et  \fk0  par  v'-=  et^-L»  il  est  facile  de  voir  que  les 
modules  réciproques  satisfont  respectivement  aux  équations 
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En  se  servant  de  l'équation  (I>  (A2)  =  o,  on  peut  débarrasser  les  équa- 
tions (107)  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  au  déterminant  —  D; 
soient 


?  —r-  v2  v*  =  °>       ? r-  v^  v  A   = 


les  équations  ainsi  obtenues.  En  chassant  maintenant  i,  on  obtient  deux 
équations  nouvelles 

(108)  ?l(v2V70  =0,         9,(-\2  s  A)  =0, 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  reproduisent  l'équation  $(A:a  )  =  o. 
Elles  sont  évidemment  réciproques,  et  d'ailleurs  elles  n'ont  pas  de  racine 
commune,  de  sorte  que  y/ 2  ne  peut  disparaître;  car,  si  y  A  satisfaisait 
aux  deux  équations,  A2  serait  racine  double  de  l'équation  (I>(A2)  =  o, 
ce  qui  n'a  pas  lieu.  En  désignant  par  m  le  degré  du  polynôme  (I\  celui 
de  cp,  est  évidemment  im. 

Par  exemple,  pour  D  =  3  et  D  =  5,  on  a,  en  écrivant  3  au  lieu 
de  y  A, 

Z*  -h^233-|-  Z2-h  \/2Z  H-  l  =  O, 
Z*  —  2y  2G7  +  4^6  +  6y2Z5  -h  2Z4  -+-  6y223  -+-  (\Z%  —  '2\/2Z  -h  I  =  <). 

Il  faut  maintenant  déterminer  le  signe  du  radical  y/2.  Pour  cela,  nous 
supposons,  suivant  l'usage,  que  y/A  soit  généralement  défini  par  la  for- 
mule 

''/y        r  8rTT  n-?""  .         8/~        <"'' 

v/A  =  v2-vylll  +  yL-,>       (,u       \'/  =  <?     • 

Sans  nuire  à  la  généralité,  nous  pouvons,  de  plus,  supposer  que  les 
coefficients  a  des  équations  aC,1  -h  ?.//£  -h  c  =  0  soienl  premiers  à  D; 
sons  cette  hypothèse,  le  rapport  des  périodes  qui  répond  à  la  racine  y  A0 
de  l'équation  modulaire  dont  nous  sommes  partis  est     .    ->  où  nous 

pouvons  prendre  /  =  o(mod8),  puisque  1  n'esl  déterminé  que  par  rap- 
port au  module  D  (n°  9).  Les  équations  (24)  deviennent 

/;=/-,,         a  =  sn  —  c  =  —  (/-,  -h  I )/',,  -b  =  —  ls{  ;    Ds\. 
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Or   il  résulte  des  formules  de  M.  Hermitc  (Suj-  la  théorie  des  équa- 
tions modulaires,  p.  4)  que  la  transformation  linéaire  r?  *M  donne 

{/^(-i^-V-*^"'^  si     .9,  =  o     (mod4), 


sA.-C-r/^-V—-^ 


En  remplaçant  k  par  /»•„,  /i,  par  k,  nous  avons  donc  : 

PourD  =  8A  +  i,  8A  +  5 ^  =  (— i)*  '      e  , - 

Pour  I)   =8Ah-3,  8A  +  7 \fF0\/k=(-ifK~l)ei'"tS't7ti\/k. 

A.yanl  v,      —  D/;,  /■',*•',  =  &c(mod8),  on  trouve 

(_I)iw-V±i<iiwi=-!i|^(-i)'(D,-1,^,c,-1V2. 

On  en  peut  conclure  que  les  valeurs  de  y  A  se  distribuent  entre  les  deux 
équations  (io8)  suivant  la  valeur  de  l'expression  (— i)T"'_1.  11  est, 
d'ailleurs,  facile  de  voir  que  ce  résultat  est  indépendant  de  l'hypothèse 
faite  sur  les  coefficients  a\  en  effet,  si  l'on  effectue  une  transformation 

linéaire  (  "  5  )  ne  changeant  pas  \fk -,  la  valeur  nouvelle  c,  de  c  sera 

a  v2  h-  2  b  va  -h  ca2; 


or,  ayant  y=     o,  a  =     ±  i  (inod'i),  on  a 


r,       r     (modcS),  d'où  (_,)T«<î-"=(_,)i"'2   »'. 

En  faisant  l  =  —  ^-»  v/^  =  - — t^1  »  on  a 

r'(;  —  2//u,  -h  «  =  O, 

et,  par  suite,  le  module  transformé  A,  appartient  à  la  seconde  caté- 
gorie et  à  la  première  espèce.  Puisque  \/A",  se  change  en  —  \  A,  quand 
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\Jk  est  remplacé  par— >  les  équations  (108)  donnent,  en  substituant, 
deux  équations  en  ki  du  degré  m 

ty(kt,fe)  =  o,         '\>(kn  -V2)  =  o; 

en  changeant  le  signe  de  y/2,  celui  de  y/A  est  aussi  changé,  et,  par  suite 
A,  est  remplacé  par  j--  En  chassant  les  puissances  impaires  de  A,,  on 
obtient  deux  équations  en  A2  du  degré  ni 

'\> ,  (  A'; ,  v;2 )  =  o,         ty ,  (  A'; ,  -  v'2 )  =  o, 

qui,  multipliées,  reproduisent  évidemment  l'équation  (I>(A2)  =  o  rela- 
tive à  la  seconde  catégorie. 

On  a  ainsi  le  résultat  suivant  :  L'équation  (I>(A2)  —  o  relative  à  la 
première  espèce  et  à  la  seconde  catégorie  se  décompose  par  l'adjonc- 
tion de  \fi  en  deux  équations  partielles 

on  peut  déterminer  la  valeur  de  sjz  de  telle  manière  que  le  module  dé- 
fini par  l'équation  a'Ç2  -+-  ib'Ç  -+-  c  =  o  satisfasse  à  l'équation 

^[A%(-i)^-V^]  =  o, 

le  module  réciproque  étant  racine  de  l'autre  équation. 

Le  module  A  étant  de  la  première  espèce  et  de  la  seconde  catégorie, 
posons 

1  = p  d'où         l[cÇ\  —  l\b'C{  -+-  a  =  <>; 

alors  le  module  transformé  A,  appartient  à  la  première  catégorie  et  au 
déterminant  —  4D.  Donc,  si,  clans  les  équations  '|(A,  ±  ^2)  =  o,  on 

fait  k  = T-S  on  obtient  deux  équations  en  A, 
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d'ailleurs,  on  a  "/(Ai,  —  v'2)  =  —  %\~  ^u  V2)?  comme  on  le  voit  aisé- 
ment; donc  les  équations  prennent  la  forme 

3C(±V/2^)  =  0. 

Par  suite,  chacune  des  deux  équations  en  A2  de  la  première  catégorie 
d'un  dé  terminant  de  la  forme— 4(2  A -h  i)  se  décompose  en  deux  équations 

en  A- par  l'adjonction  de  \ji\  on  peut  déterminer  la  valeur  de  \  2  de 
manière  que  le  module  défini  par  la  relation  aÇr-+-  zb'C-h  c  =  o  soit 
racine  de  l'équation 

•/[(-.)*"""  &k]  =  ». 

Les  décompositions  des  équations  (I>(A-)  =  o  dont  nous  venons  de 
parler  entraînent  évidemment  des  décompositions  analogues  des  équa- 
tions partielles  du  numéro  précédent. 

Considérons  enfin  les  déterminants  de  la  forme  22~ (  2 h  -h  1) ,  où 
-  >  r .  Soit,  comme  plus  haut,  A  un  module  de  la  première  espèce  el  de 
la  seconde  catégorie  du  déterminant  impair  —  1),  défini  par  L'équation 
«*C2+  2//(  -+-  c  =  o  et,  par  suite,  satisfaisant  à  l'équation 

+,[f,(-0*'^"</i]=p. 

En  faisant  £  =  —  T-->  ce  qui  donne  A';  =  1  —  A2,  on  a 
i6c'CJ  —  8^'C,  -+-  a  =  o; 

par  conséquent,  A,  appartient  au  déterminant  —  i6Det  à  la  première 
des  deux  équations  de  la  première  catégorie.  Evidemment,  on  trouve, 
de  celte  manière,  toutes  les  racines  de  celle  équation.  Il  s'ensuil  que, 
si  k  est  un  module  de  la  première  catégorie  du  déterminant  —  i('>D. 
racine  de  la  première  des  deux  équations,  et  défini  par  l'équation 
aÇ2-+-  2&'(  -h  c  =  o,  il  satisfait  à  l'équation 

t1[i-^(-ir^]=o. 

En  égalanl  à  zéro  le  plus  grand  commun  di\  iseur  des  premiers  mem- 
bres de  celte  équation  et  de  l'équation  partielle  du  numéro  précédent, 
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on  a  une  nouvelle  équation  partielle  <p(A2)  =  o,  répondant  à  un  soûl 
genre  de  formes. 

Posons  maintenante  =  2Ç,  4-  /;  on  aura 

\  a Ç2  4-  4 ( 6  4-  a/) 'C,  4-  a/2  4-  2  &Z  ■+-  c  =  o,         /r ;  A'  *  =  1 6  A';  A2  ; 

le  nouveau  module  A,  appartient  donc  au  déterminant  —  64  D  et  à  la 
première  des  deux  équations  de  la  première  catégorie;  évidemment, 
ses  caractères  sont  les  mômes  que  ceux  du  module  A.  En  éliminant  k2 
entre  les  équations  <p (A2)  =  o  et  k\k'''  =  i6A',2 A2,  on  obtient  donc  une 
équation  partielle  répondant  à  un  seul  genre  de  formes  du  déterminant 

—  64 D.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  finit  par  trouver  les 
équations  partielles  qui  répondent  à  un  seul  genre  du  déterminant 

—  221îD.  On  voit  que  le  signe  de  \fo.  doit  être  déterminé  par  la  même 
règle  que  pour  les  déterminants  de  la  forme  8  h  ±  2. 

La  décomposition  de  la  première  équation  de  la  première  catégorie 
donne  immédiatement  celle  de  la  seconde  équation.  On  a  aussi  une  dé- 
composition analogue  de  l'équation  de  la  seconde  catégorie,  puisque 

celle-ci  se  déduit  de  l'équation  traitée  en  remplaçant  A2  par  ( y=  ) 

et  chassant  le  radical  et  les  puissances  impaires  de  A. 

La  décomposition  des  équations  des  modules  singuliers  fournit  évi- 
demment  une  démonstration  de  ces  deux  théorèmes  d'Arithmétique  : 
Tous  les  genres  de  formes  d'un  déterminant  négatif  contiennent  le  même 
nombre  de  classes;  le  nombre  des  genres  est  égal  à  la  moitié  du  nombre 
des  caractères  totaux  assignables. 


Remarque  sur  la  classification  des  modules  singuliers. 

La  classification  dont  nous  avons  fait  usage  repose  sur  la  considéra- 
lion  de  l'équation  aÇ24-  ib'C,  4-  c  =  o,  où  '(  est  le  rapport  des  périodes 
elliptiques  de  la  fonction  X(z).  On  peut  la  remplacer  par  une  autre, 
qui  est,  sans  doute,  celle  de  M.  Kronecker  et  qui  présente  à  certains 

égards  un  avantage,  en  introduisant,  au  lieu  de  Ç,  le  rapport  —  des  pé- 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  III.  —  Fasc.  II.  JJ 
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riodes  des  carres  des  trois  fonctions  elliptiques.  Faisons,  en  effet. 


2t, 


ibù  -t-  c  =  o,         ac  —  b2  =  A, 


et  classons  les  modules  d'après  les  valeurs  de  A.  En  considérant  d'abord 
l'ordre  proprement  primitif,  on  a,  comme  on  le  voit  sans  peine,  pour 
chaque  valeur  de  A,  trois  équations  différentes  en  k2,  toutes  du  degré 
2N,  N  étant  le  nombre  des  classes  proprement  primitives  du  détermi- 
nant —  A.  Parmi  ces  équations,  deux  correspondent  aux  valeurs  im- 
paires de  c;  ce  sont  celles  que  nous  avons  appelées  les  équations  de  la 
première  catégorie  du  déterminant  —  4  A.  La  troisième  équation  cor- 
respond aux  valeurs  paires  de  c  ;  si  A  a  l'une  des  formes  4  h  -4-  1 ,  4  h  ■+-  2, 
("est  l'équation  de  la  première  catégorie  du  déterminant  —A;  si 
A  =  4/'  —  1  j  c'est  l'équation  de  la  seconde  espèce  et  de  la  seconde  ca- 
tégorie du  déterminant  —A;  enfin,  si  A  =  f\h,  c'est  l'équation  de  la 
première  espèce  et  de  la  seconde  catégorie  du  déterminant  —  ^A. 

Quant  à  l'ordre  improprement  primitif,  le  résultat  est  différent  sui- 
vant que  A  =  8  A  —  1  ou  =  8h  4-3.  Pour  A  =  &h  —  1,  on  a  trois  équa- 
tions du  degré  2N,  savoir  les  trois  équations  de  la  première  catégorie 
du  déterminant  —  A.  Si,  au  contraire,  A  =  Sh  -h  3,  on  n'a  qu'une  seule 
équation,  colle  de  la  première  espèce  et  de  la  première  catégorie  du 
déterminant  —  A;  le  degré  de  cette  équation  est  encore  2N,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  égal  au  sextuple  du  nombre  des  classes  improprement 
primitives.  Pour  A  =  1 ,  A  =  3,  il  y  a  des  exceptions  évidentes  à  l'égard 
des  degrés  des  équations. 

D'après  cette  classification,  les  équations  qui  appartiennent  à  Tordre 
proprement  primitif  se  décomposent  en  deux  équations  partielles  par 

l'adjonction  de  yA,  pourvu  que  A  ne  soit  pas  un  carré;  celles  qui  répon- 
dent à  l'ordre  improprement  primitif,  au  contraire,  par  l'adjonction 

de  &vA;  de  plus,  les  valeurs  réelles  de  k2  appartiennent  toutes  à  Tordre 
proprement  primitif. 
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Recherches  sur  les  intégrales  algébriques  de  l'équation 

de  Kummcr  ; 

Par  M.  E.   GOURSAT. 


Je  me  suis  déjà  occupé,  dans  différents  Mémoires,  des  intégrales 
rationnelles  de  l'équation  du  troisième  ordre,  introduite  par  M.  Kum- 
mer  dans  la  théorie  de  la  transformation  des  séries  hypergéomé- 
triques.  En  particulier,  le  travail  intitulé  :  Recherches  sur  l'équation 
de  Kummcr  (Acta  Socielatis  Fennicœ.  Helsingfors,  188)),  qui  con- 
tient les  résultats  complets  de  mes  recherches  sur  ce  sujet,  donne  le 
tableau  de  tous  les  cas  où  il  existe  de  pareilles  intégrales  avec  une  mé- 
thode générale  pour  calculer  les  coefficients.  Depuis  la  publication  de 
ce  Mémoire,  M.  Erwin  Papperitz  a  étudié,  dans  son  Habilitations- 
schrift  (Leipzig,  188G),  les  intégrales  algébriques  de  la  même  équa- 
tion, et  établi,  pour  cet  objet,  un  système  d'équations  arithmétiques 
analogue  à  celui  dont  je  m'étais  servi.  Je  reprends,  dans  ce  travail,  l'é- 
tude de  la  même  question,  en  m'efforçant  de  pousser  la  solution  géné- 
rale aussi  loin  que  possible. 

Il  existe  une  différence  essentielle  entre  les  deux  systèmes  d'équa- 
tions arithmétiques  dont  dépendent  les  transformations  rationnelles  el 
les  transformations  irrationnelles.  Dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  un 
système  de  solutions  des  équations  arithmétiques  ne  fournil  pas  eu  gé- 
néral d'intégrale  algébrique.  J'espère  avoir  établi  d'une  façon  rigou- 
reuse qu'on  peut  toujours  reconnaître,  par  un  nombre/////  d'essais  el 
de  calculs  élémentaires,  si  à  un  système  de  solutions  correspond  effec- 
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tivement  une  intégrale  algébrique.  Je  m'attache  surtout  au  cas  parti- 
culier où  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  de  l'équation  hy- 
pergéométrique  donne  naissance  à  une  fonction  uniforme;  s'il  en  esl 
ainsi,  cette  fonction  uniforme  sera,  comme  on  sait,  une  fonction 
fuchsieime.  Le  problème  peut  alors  être  considéré  comme  un  cas  par- 
ticulier du  problème  général  de  la  transformation  des  fonctions  fuch- 
siennes. 

L'existence  d'une  intégrale  algébrique  étant  reconnue,  le  calcul  des 
coefficients  de  cette  équation  est  un  problème  dont  la  solution  générale 
paraît  fort  difficile.  On  peut  cependant  indiquer  des  méthodes  géné- 
rales, lorsque  la  relation  est  de  genre  zéro  ou  de  genre  un.  Les  calculs 
algébriques  auxquels  on  est  conduit  paraissent,  il  est  vrai,  compliqués, 
mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu'on  ne  peut  les  éviter.  Je  me  réserve 
de  revenir  sur  la  formation  et  les  propriétés  de  ces  équations. 

La  dernière  partie  contient  la  démonstration  d'un  théorème  général 
sur  les  équations  linéaires,  dont  l'application  à  l'équation  de  Ruminer 
est  immédiate.  De  ce  théorème  se  déduisent  aussi  des  conséquences 
intéressantes,  que  je  ne  fais  que  signaler,  relatives  à  la  réduction  de 
certaines  intégrales  abéliennes. 

I. 

i .   Désignons,  pour  abréger,  par  (.ç)^  l'invariant  différentiel 

dH 


f/.S 

dx 


<>t  par  l\Çk,  (J.,  v,  x)  la  fonction  rationnelle 
L'équation  de  Ruminer  prend  la  forme  suivante  : 
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Cette  équation  se  présente,  comme  on  sait,  quand  on  cherche  un 
changement  de  variable  permettant  de  passer  de  l'équation  hypergéo- 

mé  trique 

(2)  a?(i_ar)^  +  [Y  —  (a  +  (3  4- 1  ).//]  ^.  -  ap«  =  o 

à  la  nouvelle  équation 

(3)  r(i  -y)%  +  W-  («'+?'+ .)r]|  -  z'ft'r  =  o, 

OÙ 

X  =  1  —  y,  [A  =  y  —  a  —  p,  v  =  (J  —  a, 

A'=i-f,  ^==f-a'-p',         v'=p'-a\ 

Je  me  propose  de  rechercher  dans  quels  cas  l'équation  (1)  admet 
une  intégrale  algébrique  définie  par  l'équation  entière  irréductible 

(4)  /ter)  =  °; 

je  suppose  que  X,  ix,  v,  V,  fjt.',  v'  sont  des  nombres  réels,  et,  comme  l'é- 
quation (1)  ne  renferme  que  leurs  carrés,  on  peut  évidemment  les 
regarder  comme  positifs. 

On  peut  aussi  permuter  d'une  manière  quelconque  les  exposants  /., 
[i.,  v,  ainsi  que  V,  fjt/,  v',  ce  qui  revient  à  effectuer  sur  x  une  des  sub- 
stitutions 

1  1  x         x  —  1 

x  =  x,      i  —  x.     —  >     >     > > 

X  I  —  X  X  —  I  / 

et  sur  y  une  des  substitutions 

1  1  y  y  —  1 


y=y,    *-r> 


y     l—y    y  —  1        y 


De  toute  intégrale  algébrique  de  l'équation  (1)  on  déduira  ainsi,  au 
moyen  des  substitutions  précédentes,  trente-six  intégrales  qui  pourronl 
ne  pas  être  toutes  distinctes;  c'est  ce  qui  arrivera  si  la  relation 

/(a?,y)  =  o 

se  reproduit  par  quelques-unes  des  substitutions  précédentes. 
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Soil  s  le  rapport  de  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (2); 
on  sait  que  ce  quotient  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(5)  [*k=R(X,  }x,  v,  x). 

Supposons  que,  dans  cette  équation  (5),  on  substitue  à  la  variable  x 
la  variable  y,  liée  à  a? par  l'équation  (1);  on  aboutit  à  la  nouvelle  équa- 
tion 

(6)  [*]y=R(V,n',v',r), 

qui  est  vérifiée  par  le  quotient  de  deux  intégrales  particulières  de  l'é- 
quation (3).  Ce  résultat  s'explique  aisément,  si  l'on  a  égard  à  la  signi- 
fication des  intégrales  de  ces  trois  équations.  Ainsi,  par  l'introduction 
de  la  variable  auxiliaire  s,  l'équation  (1)  peut  être  remplacée  par  l'en- 
semble des  équations  (5)  et  (G),  et  le  problème  proposé  est  équivalent 
à  celui-ci  : 

Trouver  dans  quels  cas  il  existe  une  relation  algébrique 

permettant  de  passer  de  l'équation  (5)  à  V équation  (G). 

2.  Avant  d'aborder  ce  problème,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les 
propriétés  caractéristiques  des  intégrales  de  ces  deux  équations;  comme 
dits  sont  de  même  nature,  il  suffit  de  considérer  l'une  d'elles,  par 
exemple  l'équation  (5).  Soient/,  cl  y,  deux  intégrales  particulières 

distinctes  de  l'équation  (2),  ets  =  ^  =  S(X,  [/.,  v,  x).  Les  propriétés 

de  la  l'onction  5  =  S(X,  fj.,  v,  x)  ont  été  étudiées  en  détail  par 
M.  Schwarz  dans  son  beau  Mémoire  Ueber  diejenigen  Fâlle,  etc. 
(Journal  de  Crcllc,  t.  75,  p.  292-335).  Quand  on  fait  décrire  à  la  \;i- 
riable  x  tous  les  contours  fermés  possibles,  la  fonction  .<?  =  S(X,  [/.,  v,  x) 
admet,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  une  infinité  de  valeurs,  sauf  dans 
les  cas  bien  connus  (que  nous  écarterons)  où  l'intégrale  générale  esl 
algébrique,  'foules  ces  valeurs  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  des  sub- 
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stitutions  linéaires  de  la  forme 

où  ah  $h  y,-,  §;  sont  des  constantes,  et  les  diverses  substitutions /(.s)  for- 
ment un  groupe  G  dérive  de  deux  substitutions  fondamentales,  qui  cor- 
respondent à  deux  lacets  décrits  autour  des  points  x  =  o,  x  —  i.  (Pour 
le  calcul  des  coefficients  a,-,  (3/5  y,-,  8h  voir  Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  t.  X,  2e  série;  Supplément,  p.  28  et  suivantes.)  Dans  le 
voisinage  de  toute  valeur  a  de  x,  différente  de  o,  1,  00,  toute  branche 
de  la  fonction  s  est  de  la  forme 

s  —  b=  kt(x  —  a)  ■+-  k2(x  —  a)2 -h. . ., 

le  coefficient  kt  étant  toujours  différent  de  zéro,  et  ce  résultat  est  géné- 
ral, pourvu  que  Ton  convienne  de  remplacer  5  —  oc  par  -•  Dans  le  voi- 
sinage des  points  x  =  o,  1,  20,  les  différentes  branches  de  la  fonction  s 
ont  respectivement  les  formes  suivantes  : 

_  A, s0 -+-  A2  B1s14-B2  CiSx-hC2 

où  les  A,  B,  C  sont  des  constantes,  et  s0,  sn  sx  forment  ce  que  nous 
appellerons  les  intégrales  normales  relatives  aux  trois  points  o,  1,  oc. 
Si  aucun  de  ces  trois  points  n'est  un  point  critique  logarithmique,  on 
prendra  ces  trois  intégrales  de  façon  qu'en  les  multipliant  respective- 
ment par  x1,  (x  —  1)^,  (-)  >  elles  soient  holomorphcs  dans  le  domaine 

du  point  correspondant  et  différentes  de  zéro  en  ce  point.  Dans  le  cas 
de  points  critiques  logarithmiques,  on  les  choisira  de  telle  façon  que 

s0  -  X  loga?,         st  -  \fc  log(>  -  1),         sx  -  z  log  (±y 

où  X,  ifl>,  3  sont  des  constantes  convenables,  soient  holomorphcs  dans 
le  domaine  du  point  correspondant,  après  qu'on  les  a  multipliées  res- 
pectivement para?*,  (./;  —  1/,  f-J  >  et  différentes  de  zéro  en  ce  point. 
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Si  .9  =  S(X,  [A,  v,  x)  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (.5), 
l'intégrale  générale  est  de  la  forme 


b 


es  -t-  cl 

a,  b,  c,  cl  désignant  des  constantes  arbitraires.  Soient  G0  le  groupe  de 
substitutions  linéaires  relatif  à  l'intégrale  particulière  s0,  et  T0  la  sub- 
stitution linéaire  qui  permet  de  passer  de  l'intégrale  particulière  s0  à 
une  intégrale  quelconque  s.  Les  opérations  V  du  groupe  G  relatif  à  ,s 
se  déduisent  des  opérations  V0  du  groupe  G0  par  la  relation 

y  _  x  y  x< 

*    —    A  0    Y  0  A  o    ' 

de  sorte  qu'il  y  a  entre  ces  deux  groupes  isomorphisme  holoédrique.  Il 
en  est  de  môme  des  deux  groupes  relatifs  à  deux  intégrales  particu- 
lières quelconques. 

Faisons  décrire  à  la  variable  x  toute  la  partie  du  plan  située  au- 
dessus  de  l'axe  réel  ;  le  quotient  s,  si  l'on  figure  la  quantité  imaginaire  s 
par  un  point  d'un  nouveau  plan,  décrira  un  triangle  limité  par  trois 
arcs  de  cercle  qui  correspondent  respectivement  aux  bords  supérieurs 

de  l'axe  réel,    — oc o,  o hi,   +i hoo.  Les  sommets  A, 

I»,  C  de  ce  triangle  correspondent  aux  points  o,  r,  oo,  et  les  angles  ont 
pour  valeurs  Xtt,  u/rc,  vit.  Imaginons  une  demi-circonférence  de  rayon 
très  petit  £  ayant  son  centre  au  point  x  =  o,  et  située  tout  entière  au- 
dessus  de  l'axe  réel.  Quand  on  marche  sur  cette  circonférence  du 
point  x  =  -h  £  au  point  x  =  —  e,  le  rayon  joignant  le  point  A  au  point 
qui  figure  la  valeur  de  s  aura  tourné  d'un  angle  égal  à  X-û  autour  du 
point  A.  Le  triangle  ABC  n'a  aucun  point  de  ramification  dans  son 
intérieur;  mais  il  peut  se  recouvrir  lui-même  plusieurs  fois  (c'est  ce 
qui  arrivera,  si  quelqu'un  des  nombres  X,  [x,  v  est  supérieur  à  2).  Il 
peut  aussi  arriver  que  ce  triangle  s'étende  plusieurs  fois  jusqu'à  l'in- 
fini :  ce  qu'on  pourra  éviter  en  prenant  une  sphère  au  Lieu  d'un  plan 
pour  représenter  la  valeur  de  s.  Mais,  pour  quiconque  est  familiarisé 
avec  l'emploi  des  surfaces  de  Hicmann  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère,  il 
n\  ;i  là  aucune  difficulté.  La  fonction  analytique  s  =  S(X,  u.,  v,  x) 
fournit  ainsi  YAbbildung  du  demi-plan  supérieur  des  x  sur  le 
triangle  ABC  limité  par  des  arcs  de  cercle. 
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Cet  Abbildung  donne  encore  lieu  aux  remarques  suivantes,  dont 
nous  aurons  à  faire  usage  : 

I.  Si  Fun  des  exposants  X,  [/.,  v  est  un  nombre  entier,  par  exemple  A, 
les  deux  arcs  de  cercle  issus  du  point  A  qui  limitent  le  triangle  sont 
tangents  l'un  à  l'autre.  Si  le  point  x  =  o  est  un  point  critique  logarith- 
mique, ces  deux  arcs  de  cercle  appartiennent  à  deux  circonférences 
distinctes.  Mais,  si  le  terme  logarithmique  disparaît  clans  le  développe- 
ment de  s0,  ces  deux  arcs  de  cercle  se  confondent,  ou  l'un  d'eux  est  le 
prolongement  de  Fautre. 

II.  Il  faut  six  constantes  réelles  indépendantes  pour  fixer  la  position 
du  triangle  ABC  5  ces  six  constantes  correspondent  exactement  aux  six 
constantes  réelles  qui  figurent  dans  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (5).  Le  choix  de  ce  triangle  dans  le  plan  des  s  équivaut  par  con- 
séquent au  choix  d'une  intégrale  particulière. 

Soit  ABC  le  triangle,  dont  il  vient  d'être  question,  qui  correspond  au 
demi-plan  supérieur  des  x.  Faisons  franchir  à  la  variable  x  l'axe  réel, 
entre  les  deux  points  o  et  i  par  exemple,  et  imaginons  que  cette  va- 
riable décrive  ensuite  le  demi-plan  négatif.  La  variable  s  décrira  un 
nouveau  triangle  ABC  symétrique  du  premier  par  rapport  à  la  circon- 
férence dont  fait  partie  l'arc  AB.  Je  dirai  que  deux  figures  sont  symér 
triques  par  rapport  à  un  cercle  C  lorsqu'elles  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
qui  a  pour  pôle  le  centre  du  cercle  C  et  /r  pour  module,  k  désignant 
le  rayon  du  cercle,  et  j'appellerai  cette  transformation  réflexion  sur 
le  cercle  C.  Cela  posé,  faisons  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  quel- 
conque ne  passant  par  aucun  des  points  o,  i,  oo,  et  poursuivons  la 
représentation  sur  le  plan  des  s  au  moyen  de  la  loi  de  s\  métrie  précé- 
dente. Nous  obtenons  un  réseau  R  de  triangles  d'arcs  de  cercle,  d'an- 
gles Xtt,  [Air,  vit,  alternativement  congruents  au  triangle  primitif  el  à 
son  symétrique,  correspondant  respectivement  aux  demi-plans  des  x. 

Ce  réseau  recouvrira  en  général  le  plan,  ou  du  moins  une  partie,  un 
nombre  illimité  de  fois. 

Pour  abréger,  j'appellerai  triangle  (X,  [*,  v)  un  quelconque  des 
triangles  de  ce  réseau,  et  je  les  distinguerai  en  triangles  positifs  ou  né- 
gtifs,  suivant  qu'ils  correspondent  à  un  demi-plan  positif  ou  négatif. 
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Quand  on  décrit  le  contour  d'un  triangle  de  façon  à  avoir  à  sa  gauche 
l'intérieur  de  ce  triangle,  on  rencontre  les  sommets  dans  Tordre  o,  i ,  ce 
ou  dans  Tordre  inverse,  suivant  que  Ton  a  affaire  à  un  triangle  positif 
ou  négatif.  Le  triangle  d'où  Ton  est  parti  pour  former  le  réseau  sera 
dit  fondamental;  le  quadrilatère  formé  par  le  triangle  fondamental  et 
un  quelconque  des  triangles  symétriques  par  rapport  à  l'un  de  ses 
cotés  sera  de  même  appelé  quadrilatère  fondamental.  Si  Ton  dé- 
forme ce  quadrilatère  de  façon  à  joindre  les  bords  congruents,  on  a 
une  surface  fermée  qui  correspond  univoquement  au  plan  des  x. 

Lorsque  x  décrit  une  petite  circonférence  autour  du  point  x  =  o,  le 
point  s  subit  deux  réflexions  successives  sur  les  circonférences  AB  et 
AC'.  Il  serait  facile  de  déduire  de  là  les  coefficients  des  substitutions 
fondamentales  du  groupe  G. 

7).  Soient  s  =  S(X,  (j.,  v,  x)  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (  '")),  et  x  =  9(X,  [jl,  v,  s)  la  fonction  que  Ton  eh  déduit  par  Tin- 
version,  que  j'appellerai,  pour  abréger,  fonction  inverse.  Les  propriétés 
de  la  fonction  inverse  résultent  des  propriétés  de  la  fonction 

S(X,  u-,  v,  x) 

elle-même.  Si  Ton  fait  décrire  à  la  variable  s  un  chemin  ne  passant  par 
aucun  des  sommets  du  réseau  R,  la  loi  de  symétrie  déjà  vue  permet 
inversement  de  suivre  sur  le  plan  des  x  le  chemin  décrit  par  cette  va- 
riable. Dans  la  pratique,  si  le  réseau  R  recouvre  plusieurs  fois  le  plan 
des  .v,  on  devra  concevoir  le  chemin  décrit  par  cette  variable  comme 
tracé  sur  la  surface  de  Ricmann  que  le  réseau  R  recouvre  simplement. 
La  fonction  inverse  est,  en  général,  une  fonction  multiforme  de  .v;  si, 
pour  une  valeur s0  de  s,  x  prend  une  valeur  .r0  différente  de  o,  i,  x,  s0 
ne  coïncide  avec  aucun  des  sommets  du  réseau  R,  et  dans  le  domaine 
de  ce  point,  on  aura 

x  —  x0  =  H,  (s  —  s0)  ■+■  H2(.ç  —  s0)-  -h. . ., 

le  coefficient  II,  étant  toujours  différent  de  zéro.  Il  est  clair  que  la 
fonction  inverse  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  sera 


*  =  ?(X'^v>Z7Tïï)' 
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Prenons  de  même  une  intégrale  particulière  s  =  S  (A',  u.',  v',  y)  de 
Téquation  (6);  elle  nous  fournira,  sur  le  plan  des  s,  un  réseau  IV 
formé  de  triangles  (A',  jj/,  v')  alternativement  positifs  et  négatifs,  qui 
correspondent  aux  deux  demi-plans  des  y.  Soit  y  =  '|(A',  [//,  v',  s)  la 
fonction  inverse  de  cette  intégrale;  cette  fonction  jouira  de  propriétés 
analogues  à  celles  que  nous  avons  reconnues  à  la  fonction 


x 


=  o(A,  u.,  v,  s). 


Jl  résulte  évidemment  des  explications  précédentes  que  le  problème 
proposé  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  quels  cas  existe-t-il  une  relation  algébrique  entre  les  (leur 
fonctions  inverses  x  =  <p(X,  u,  v,  s)  et  y  =  <f  (X',  [/.',  v',  .s)? 

Remarquons  que  l'on  peut  supposer  la  fonction  o  complètement  dé- 
terminée; mais  il  faudra  laisser  indéterminées  les  trois  constantes  com- 
plexes dont  dépend  la  fonction  -|. 

4.  Supposons,  par  conséquent,  qu'il  existe  une  relation  algébrique 
irréductible  f  (x, y)  =  o  entre  ces  deux  fonctions  inverses;  désignons 
paryj  le  genre  de  cette  équation,  par  n'  et  n  le  degré  en  x  et  y  respec- 
tivement. Soient  X  et  Y  les  deux  surfaces  de  Riemann  relatives  à  cette 
équation,  où  l'on  regarde  x  ou  y  comme  la  variable  indépendante  ;  la 
surface  X  se  compose  de  n  feuillets  étendus  sur  le  plan  des  a?,  et  la  sur- 
face Y  de  n'  feuillets  étendus  sur  le  plan  des  y.  Les  points  de  chacune 
de  ces  surfaces  se  correspondent  d'une  façon  univoque,  et  à  chacun 
d'eux  est  attaché  un  point  analytique  x0Jy{],  tel  que  f(x0,  y0)  =  o. 
De  l'existence  de  la  relation  f(x,y)  =o  entre  deux  fonctions  in\eis<'- 
on  déduit  un  certain  nombre  de  conséquences  qui  se  traduisent  par  des 
équations  arithmétiques.  Nous  allons  les  établir  rapidement,  en  suivant 
à  peu  près  la  méthode  de  M.  Pappciïtz. 

Soit  (x0,  y0)  un  système  de  solutions  de  l'équation  /(x,  y)  =  o, 
y\  étant  tous  les  deux  différents  de  o,  i,  oc,  et  appelons  s0  la   valeur 
correspondante  de  s,  que  l'on  peut  toujours  supposer  linie.  D'après  ce 
qu'on  a  vu,  les  fonctions  inverses  z>(  >.,  ;/.,  v,  .v  |  el  yi>.  .y.,  v',  s)  sonl 

Journ.  de  Math.  (  ï  série),  tome  III.  —  Fasc.  III.  [887  '  ' 
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développables,  dans  le  domaine  du  point  .ç0,  en  séries  convergentes  de 

la  forme 

./•  —  x0  —  K,(.s'  -  s0)  -+-  K2(.s-  —  s0  )2  -h. . ., 

y-y0  =  Iï,(.ç-  S0)-hH2(s  —  S0 Y2 -h..., 

les  coefficients  K,  et  II,  n'étant  pas  nuls.  Inversement  on  aura,  dans  le 
domaine  des  points  x0  cty0, 

s  -  sQ  =  ~  (x  —  x0  )  +  /,  (./•  —  ./•„  )-  -h . . . , 
s  -  s0  =  ~  (y  -  y0  )  +  mt  (y  -  y0  Y  -+- . . . . 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y  qui  se  réduit  à y0  pour  x  =  x0  est 
une  fonction  holomorphe  de  x  dans  le  voisinage,  et  réciproquement. 
Par  les  points  des  deux  surfaces  X  et  Y  correspondant  au  point  analy- 
tique (x0,  y0)  ne  passe  qu'un  seul  feuillet. 

Considérons,  en  second  lieu,  un  système  de  solutions  de  l'équa- 
1  ion  f(x,  y)  =  o,  où  l'une  des  inconnues  seulement  a  Tune  des  va- 
leurso,  r,oo;  supposons,  par  exemple,  que,  pour  x  =  o,  y  prenne  une 
valeur  y0  diflërcnle  de  o,  1,  ao.  On  voit  tout  d'abord  que  le  point  sin- 
gulier x  =  o  ne  pourra  être  un  point  critique  logarithmique  pour  l'é- 
quation (2),  et  que  ~k  ne  pourra  pas  non  plus  être  incommensurable; 
autrement,  il  serait  impossible  de  déduire  de  l'équation  (2),  par  le 
changement  de  variable  f(x,  y)  =  o,  une  équation  pour  laquelle  le 
point  y=y0  serait  un  point  singulier  que  l'on  peut  faire  disparaître 

en  multipliant  les  intégrales  par  un  même  facteur.  Soit  donc  À  =  -> 

a  et  p  étant  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux.  Dans  le  domaine 
du  point  x  =  o,  on  a 

asn  ■+■  b 
s  = 


cs0 


<r 


s„  désignant  l'intégrale  normale  relative  à  ce  point;  on  aura  donc,  dans 
ce  domaine, 


b     ds 


./•'-(  K„  -+-  k  ,.<•  ■+-. . .  ).  k„      o, 
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et  dans  le  domaine  du  point  y0, 

^  =  H1(r-r.)  +  H2(r-/,)2i+...,      h,^o. 

Par  suite,  on  peut  écrire 

*?(K0  4-  Ktx  +. . .)  =  (y  -70)fH,  -i-  H2(r  -y0)  -*-.. .]. 

On  déduit  de  cette  égalité  un  développement  de  y  —  y0  suivant  les 

1  ? 

puissances  positives  de  a?p  et  commençant  par  un  terme  en  x? ,  et  in- 
versement, on  aura  pour  x  un  développement  suivant  les  puissances 

1  p 

croissantes  de  (y  —  y^i  commençant  par  un  terme  en  (y  —  y0)'À .  Sur 

la  surface  X,  on  aura  donc,  au  point  x  =  o,  p  feuillets  réunis  eu  cycle, 
et  sur  la  surface  Y,  au  pointy  =  j/0,  a  feuillets  réunis  en  cycle.  Les 
sommets  de  ces  deux  cycles  correspondent  au  point  analytique 

x  =  <>,  y  —yQ. 

On  étudie  de  la  même  façon  les  autres  systèmes  de  solutions  analogues, 
et  Ton  peut  résumer  le  résultat  comme  il  suit.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  nombres  A,  (J.,  v,  A',  a',  v'  soient  tous  rationnels. 

ri  Y  -w        «'  ,"       P'  ,        Y' 

A  =  -  »         u.  =  L ,         v  =  -  >         A  =  -  j         ;j-  =  ->  '         v  =  _,  • 

Les  trois  équations  /(o,  y)  =  o, /(i,y)  =  o,  /(oo,y)=  o  admet- 
tent respectivement  r,  -s-,  £  racines  distinctes,  différentes  de  <>,  i.  x: 
désignons-les  par  Y],,  yj,,  ...,  rir\  y)',,  y)'2,  ...,  Y)^  r,",,  yj2,  ...,  r,,.  De 
même,  les  trois  équations / (a;,  o)  =  o,/(.r,  i)  =  o,  f(x,  ce)  =  o  ad- 
mettent respectivement  /•',  *',  l'  racines  distinctes  différentes  de  «>. 

i,  ce,  que  nous  désignerons  par  £,,  ç8,  ...,  ç^;  ç,,  çaJ  ...,  ç,-;  ;,.  ;._, 

jjj,.  Cela  posé,  on  aura,  sur  la  surface  \,  r  cycles  de  p  feuillets  au  poinl 
x-  =  o,  s  cycles  de  a  feuillets  au  point  X  =  I,  t  cycles  de  t  feuillets  au 
point  x  =  oo,  un  cycle  de  a  feuillets  en  chacun  des  points  ty,  un  cycle 
de  p  feuillets  en  chacun  des  points  n(„  el  un  cycle  de  7  feuillets  en  chacun 
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des  points  ru.  On  aura  de  même,  sur  la  surface  Y,  /•'  cycles  de  p'  feuil- 
lets au  point  y  =  o,  s'  cycles  de  g'  feuillets  au  point  y  =  t,  l'  cycles 
de  t'  feuillets  au  point  y  =  oc,  un  cycle  de  a'  feuillets  en  chacun  des 
points  £,•,  un  cycle  de  [B'  feuillets  en  chacun  des  points  S*]-,  et  un  cycle 
de  y'  feuillets  en  chacun  des  points  çr 

Si  le  point  x  =  o  est  un  point  critique  logarithmique,  ou  si  À  est 
incommensurable,  le  nombre  correspondant  /•  est  nul,  et  de  même  pour 
les  autres.  Remarquons  que  les  valeurs  Y]  ne  sont  pas  forcément  toutes 
distinctes;  il  pourrait  arriver,  par  exemple,  que  l'équation  f(n,y)  =  o 
admette  2p  racines  égales  à  rih  qui  se  répartiraient  alors  en  2  cycles 
de  p  racines.  La  remarque  se  généralise  aisément. 

Pour  abréger,  j'appellerai  cycles  de  la  première  calégorieles  cycles 
dont  il  vient  d'être  question. 

Il  nous  reste  à  nous  occuper  des  systèmes  de  solutions  de  l'équa- 
tion /(x,  y)  =  o,  où  les  deux  inconnues  ont  chacune  l'une  des  valeurs 
o,  1,  00.  Supposons,  par  exemple,  que  pour  x  =  o  on  ait  la  solu- 
tion y  =  o.  Sur  la  surface  X  on  aura,  au  point  x=  o,  un  certain  nombre 
de  feuillets  o00  tels  que  la  valeur  dey,  sur  chacun  d'eux,  au  point  x  =  o, 
soit^  =  o;  sur  Y  on  aura  de  même,  au  point  y  =  o,  o'00  feuillets  tels 
que  la  valeur  de  x  sur  chacun  d'eux,  au  point  y  =  o,  soit  x  =  o.  Ces 
feuillets  se  répartissent  sur  les  deux  surfaces  en  un  même  nombre  £oa 
de  cycles  qui  se  correspondent  deuv  à  deux.  Considérons  un  de  ces 
cycles  sur  X  formé  de  h  feuillets,  et  le  cycle  correspondant  sur  Y  forint'' 
de  h'  feuillets.  Soit  A  le  point  du  plan  des  s  qui  figure  la  valeur  de  s 
correspondant  aux  sommets  de  ces  deux  cycles.  Du  point  x  =  o  comme 
centre  avec  un  rayon  très  petit,  décrivons  sur  le  plan  des  x  une  circon- 
férence, et  considérons  le  domaine  g  formé  par  les  portions  des  feuillets 
du  cycle  précédent,  qui  sont  comprises  à  l'intérieur  de  cette  circon- 
férence. A  ce  domaine  g  correspond  sur  la  surface  Y  un  domaine  ana- 
logue g'\  le  domaine  correspondant  du  plan  des  s  se  compose,  d'après 
le  théorème  de  M.  Schwarz,  de  1I1  portions  de  triangles  d'arcs  de 
cercle  ayant  un  sommet  commun  en  A;  la  somme  des  angles  de  ces 
triangles,  réunis  autour  du  point  A,  est  égale  à  2ÀXit.  On  peu!  aussi 
considérer  d'une  autre  façon  ce  domaine  comme  formé  de  ih'  por- 
tions de  triangles  d'arcs  de  cercle  ayant  un  sommet  commun  en  A,  ei 
la  somme  des  angles  de  ces  triangles  réunis  au  loue  du  point  A  devra 
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être  égale  à  zïi'X'tz.  Il  faudra  donc  que  Ton  ait 

A  A  =  h'\'. 

Appliquons  cette  relation  à  tous  les  cycles  analogues,  et  faisons  la 
somme  des  égalités  ainsi  obtenues;  il  viendra 

Attribuons  aux  lettres  o01,  S0x,  o10,  $,,,  Slx,  S       oxl,  cxx;  o01,  o(1x, 

tj<  ÇV  JJ/  <V  JJ;  -V  -  . 

°I0?     5I|)     0loc7     °oc0>    °*|  }     rjxx'l     £0  0?    £  I  0  1     £0  I  J     S)*1»    £l  n     £ioc5    £*(|5   £*  I  1    £xk    dCS      Sl- 

gnifications  analogues  à  celles  de  £00,  o00,  s00;  nous  aurons  un  système 
de  neuf  équations  analogues  à  la  précédente, 

;   Xo00  =  X'o'00,  uo)0  =  X'S',0,  vSx0  =  X'Sx0, 


(7)  <    ^°oi=P-,00,5 


Posons 


H,.=  V'^-J  ^,x=  vS1,,.,  vSaMe=  v'5; 


(7  =  £00+  e0i  +.-.+  £«,, 

§oo  ■+-  $o.  +  §0»  =  «3  °'oo  +  S'o.  ■+"  Sô»  =  a'i 


1 0 


°xo  ■+■  ô«i  +  ôM  =  c,  àx0  -+-  ôxl  -h  ôxx  =  c  : 

on  déduit  des  équations  (7) 
(  8  )  a  A  -h  hu.  -+-  cv  —  a' A'  -h  &'u/  -1-  cV. 

Les  relations  (7)  ont  lieu,  quels  que  soient  X,  u.,  v,  X',  a',  v'.  On  en 
déduit  immédiatement  que,  si  l'un  des  nombres  X,  pi,  v  est  nul,  un  au 
moins  des  nombres  a',  pi',  v'  sera  nul  aussi:  inversement,  si  X  ''l  X 
sont  nuls,  cette  circonstance  ne  nous  apprend  rien  sur  la  ramification 
de  la  surface  X  et  de  la  surface  Y  au  point  a?==o,  y  —  o.  Par  exemple, 
considérons  les  équations  modulaires  auxquelles  donne  naissance  la 
transformation  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  prises 
sous  la  forme  de  Legendre, 


/ 


lit 
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on  a,  dans  l'équation  de  Kummcr,  à  laquelle  on  est  conduit, 

X  =  ix  =  v  =  X'=  a'  =  v'  =  o. 

L'analyse  précédente  ne  nous  apprend  qu'une  chose  relativement  à  ces 
équations  :  c'est  que,  quand  on  donne  à  l'une  des  variables  une  des 
valeurs  o,  i,  oo,  toutes  les  valeurs  que  l'on  obtient  pour  l'autre  va- 
riable ne  peuvent  être  que  o,  i ,  ce. 

Reprenons  l'égalité  précédente  A  A  =  h'V,  et  soient  X=  -j  X'  =  -,  • 
Soit  m  le  plus  petit  multiple  commun  de  a  et  de  a',  et  posons 

])i  =  y.d  =  y.'  (/' . 

Imaginons  que  la  variable  x  fasse  pd  tours  successivement  autour 
du  point  x  =  o;  le  point  qui  figure  s  fera  ad  =  y.' cl'  tours  autour  du 
point  A,  et  la  variable  y  reviendra  à  sa  valeur  initiale  après  avoir  fait 
p'd'  tours  successifs  autour  du  point  y  =  o.  Par  suite,  le  nombre  h 
des  feuillets  du  cycle  doit  être  un  diviseur  de  ?d  et  h'  un  diviseur 
de  p'û?';  on  obtient  ainsi  des  conditions  supplémentaires  qu'il  faut 
ajouter  aux  conditions  (7).  Supposons,  en  particulier, 

a  =  a'  =  1  ; 

il  vient 

m  =  d  =  d'  =  1 , 

et  l'on  voit  que  h  doit  être  un  diviseur  de  p  et  h'  un  diviseur  de  p',  de 
telle  sorte  que  h\  sera  une  partir  aliquote  de  l'unité.  Cette  remarque 
nous  sera  utile  plus  loin;  si,  en  particulier,  p  et  p'  sont  premiers  entre 
euXj  on  aura  forcément 

h  =  p,  h'=p'. 

J'appellerai  les  q  cycles  précédents  cycles  de  la  seconde  catégorie. 

Aux  équations  précédentes,  on  en  ajoute  immédiatement  six  autres 
en  écrivant  que  X  se  compose  de  n  feuillets,  et  \  de  ri  feuillets, 

[   //  =  a  -f-  vp  =  b  +  sg  =  c  +  /t, 
(0) 
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Enfin,  écrivons  que  le  genre  de  la  relation  f(x,  y)  =  o  est  égal  à  p: 
la  formule  de  Riemann  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (9), 

(  ip  +-  q  —  2  =  ri  —  /•'  —  s'—  *'  +- r  (a  —  1)  ■+-  s  Q  —  1  )  4- l  (7  —  1), 
et  il  est  clair  qu'on  aura  aussi  les  inégalités 

(11)  a-+-  b  -+■  c>q,  a  4-  // 4-  c'>q, 

(12)  a,      (3,     v<n',  a',      [i' 


Y  itt. 


Nous  pouvons  dire,  par  conséquent,  qu'à  fowfe  intégrale  algé- 
brique de  l'équation  de  Kummer  correspond  un  système  de  solutions 
en  nombres  entiers  et  positifs  des  équations  (7),  (8),  (9),  (10)  et 
des  inégalités  (1 1)  et  (1 2). 

5.  Nous  examinerons  tout  à  l'heure  si  la  réciproque  est  vraie.  Des 
équations  précédentes  on  déduit  sans  peine  les  équations  ci-dessous, 
qui  peuvent  être  utiles  dans  certains  cas, 

(1 3  )  n(i  —  ~k  —  fjt.  —  v)  =  n'(i  —  X'  —  (/.'  —  v') , 

(14)  3/i^q,  3n'>q, 

(  /•  (o  -  3)  4-  s(a  -  3)  4- 1(-  -  3)<6>  4-  -iq  -  G, 

(  /•'(?'-  3)4-.v'(V-  3)-W'(V-  3)<6>4-  'iq  -G, 


(,5) 

(.G) 

(-7) 


11  —  /■  —  s  —  t  <2p  -h  q  —  '2 


[   ri  —  r'  —  s  —  l"S.2p-{-  q  —  2 , 

/  a  -h  r(p  —  2)  -h  />  -h  .s  ( a-  —  2)<2(*  4-  2/>  4-  q  —  2), 

(  a' 4- /•'(?'— 2) ■+■  ^'h~ •Ç'('t'—  2)^ 2(^'+  *p -\- q  —  2)- 


De  ces  équations,  on  déduit  aisément  (voir  Papperitz,  /oc.  cit.,  p.  33  ) 
qu'il  n'existe  qu'un  nombre  limité  de  solutions  quand  on  se  donne  ri 

,                       ,                -,                    111.. 
et/?,  pourvu  qu  on  suppose  la   quantité  rrr  =  1  — positive 

(pour  un  point  singulier  logarithmique,  on  pose  p  =  yz).  En  faisant 
une  hypothèse  de  plus,  on  est  conduit  à  une  conclusion  intéressante. 
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Supposons  que  chacun  des  exposants  X,  fi.,  v  soit  nul  ou  égal  à  une 
partie  aliquotc  de  l'unité.  M.  Schwarz  a  démontré  que  la  fonction 

x  =  o(A,  p.,  v,  s) 

sera  nue  fonction  uniforme  de  s.  Ecartons  les  cas  où  cette  fonction  est 
rationnelle,  simplement  périodique  ou  doublement  périodique;  alors 
./•  =  tp(X,  u,  v,  s)  sera  une  fonction  fuchsienne  de  s,  cl  la  quantité  or 
sera  positive.  Mais  les  trois  produits  s(oc  —  i),  5(^  —  2),  /(y— 1) 
seront  nuls,  et  les  équations  (9),  (10)  et  (1 4)  donnent  une  limite  pour  p 
et  ^  quand  on  se  donne  11 .  En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent, 
nous  voyons  que  : 

Si  la  fonction  inverse  x  =  oÇk,  jj.,  v,  s)  est  une  fonction  fuch- 
sienne, l'équation  de  Kummer  n'admet  qu'un  nombic  limité  d'in- 
tégrales algébriques,  d'un  degré  donné  par  rapport  àx. 

Nous  supposons  implicitement  qu'à  un  système  de  solutions  des 
équations  précédentes  ne  correspond  jamais  qu'un  nombre  fini  d'inté- 
grales algébriques;  c'est  ce  qui  résulte  du  paragraphe  suivant.  11  peut 
arriver  que  quelques-uns  des  nombres  r,  s,  /,  /•',  s',  t'  soient  nuls, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué;  si  r  est  nul,  par  exemple,  A  n'in- 
tervient pas  dans  les  équations  (9),  (10),  (1  1)  et  (12).  Si  ce  nombre  A 
n'est  pas  déterminé  par  les  équations  (7),  le  système  précédent  ad- 
mettra une  infinité  de  systèmes  de  solutions,  si  l'on  considère  X  comiiu' 
une  indéterminée.  Mais  les  surfaces  X  et  Y  ne  dépendent  pas  de  A,  et 
l'on  n'aura  encore,  dans  tous  les  cas,  qu'un  nombre  limité  d'intégrales 
algébriques. 

(y.  On  est  naturellement  amené  à  se  demander  jusqu'à  quel  point 
les  équations  arithmétiques  qui  viennent  d'être  établies  sont  suffisantes 
pour  la  détermination  du  problème.  En  d'autres  termes,  à  tout  sys- 
tème de  solutions  de  ces  équations  correspond-il  en  général  une  inté- 
grale algébrique  de  L'équation  de  Kummer?  C'est  là  un  point  que 
M.  Papperitz  n'a  pas  abordé  dans  son  travail.  J'ai  indiqué  briève- 
ment, dans  nue  Noie  présentée  à  l'Académie  (\r^  Sciences  (noveni- 
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bre  1886),  comment  on  pouvait  répondre  à  cette  question,  et  comment 
on  était  conduit  à  une  réponse  négative. 

Prenons  un  système  de  solutions  des  équations  (7),  (8),  (9),  (10), 
(1 1)  et  (12).  La  construction  des  surfaces  X  et  Y  est  un  problème  de 
combinaisons  que  Ton  pourra  toujours  résoudre  par  un  nombre  fini  d'es- 
sais, et  qui  n'admet  dans  tous  les  cas  qu'un  nombre  fini  de  solutions. 
Supposons  que  nous  ayons  trouvé  deux  surfaces  connexes  X  et  Y  satis- 
faisant à  toutes  les  conditions  de  cette  solution  particulière  et  aux  condi- 
tions supplémentaires.  Nous  avons  à  rechereber  s'il  existe  une  relation 
algébrique  irréductible  /(a?,  y)  =  o,  telle  que  les  surfaces  de  Riemann 
correspondantes  sur  les  plans  des  x  et  des  y  soient  respectivement  \ 
et  Y.  Pour  fixer  les  idées,  j'examinerai  d'abord  un  cas  simple,  celui  où 
X,  [x,  v,  X',  fjt/,  v'  sont  nuls,  ou  des  parties  aliquotes  de  l'unité;  \  et  V 
ne  seront  ramifiées  qu'aux  points  o,  1 ,  ce,  et  seront  complètement  dé- 
terminées. Appelons  encore  u  une  fonction  algébrique  de  x  ramifiée 
comme  y,  et  v  une  fonction  algébrique  de  y  ramifiée  comme  ./■.  de  telle 
sorte  que  l'on  ait 


(18) 


l  «  =  ?  for)»      p  —  +  0»0> 

|  y=^{(.v,  u),         x  =  tyt(y,  p), 


0,  o,,  ]>,  <J/,  désignant  des  fonctions  rationnelles;  u  sera  racine  d'une 
équation  algébrique  entière  de  degré  n  en  it, 

(\())  F(x,  «)  =0, 

dont  la  surface  de  Riemann  sur  le  plan  des  x  sera  précisément  V  De 
même,  c  sera  racine  d'une  équation  algébrique  entière  de  degré  //', 

(20)  Ft(y,  p)  =  o, 

dont  la  surface  de  Riemann  sur  Le  plan  des  y  sera  précisément  ^  .  Les 
deux  équations  (19)  et  (20)  devront  appartenir  à  la  même  classe  que 
l'équation /fo y)  =  o  et,  par  suite,  avoir  les  mêmes  modules.  Ces 
deux  équations  ne  sont  pas  entièrement  déterminées,  mais  il  est  clair 
que  leurs  modules  ne  dépendent  respectivement  que  des  surfaces  \ 
et  Y.  Si  ces  surfaces  ne  sont  pas  de  genre  o,  rien  ne  prouve  a  priori 
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que  leurs  modules  seront  égaux,  et  il  est  aisé  de  se  convaincre,  par  des 
exemples,  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  en  général.  Si  ces  modules  sont 
égaux,  on  pourra  passer  de  l'équation  (19)  à  l'équation  (20)  par  une 
transformation  Irrationnelle;  mais  il  faudra,  de  plus,  que  les  sommets 
des  q  cycles  de  la  seconde  catégorie  de  la  surface  X  aient  respective- 
ment pour  transformés  les  sommets  des  q  cycles  de  la  seconde  caté- 
gorie de  la  surface  Y.  Cela  posé,  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  : p  =  o.  —  On  sait  qu'on  peut  toujours  passer  par  une 
transformation  Irrationnelle  d'une  relation  algébrique  de  genre  zéro  à 
une  autre  relation  algébrique;  de  genre  zéro,  et  que  les  coefficients  de 
cette  transformation  dépendent  de  trois  paramètres  arbitraires.  Pour 
que  la  transformation  remplisse  les  conditions  voulues,  il  faudra  donc 
•  pie  q  —  3  conditions  complexes  soient  vérifiées. 

Deuxième  cas  :  p  =  1.  —  La  transformation  ne  sera  possible  que  >i 
les  deux  modules  sont  égaux,  et  elle  dépendra  alors  d'un  seul  para- 
mètre arbitraire.  11  faudra  donc  (pie  q  conditions  complexes  soient 
remplies. 

Troisième  cas:  p^>  1.  —  La  transformation  ne  sera  possible  que  si 
les  surfaces  ont  les  mêmes  modules;  ce  qui  fournit  ?>p  —  ')  conditions 
complexes,  et  elle  ne  pourra  se  faire  <pie  d'un  nombre  fini  de  manières. 
On  aura  doue  q  nouvelles  conditions. 

Finalement,  on  voit  que  le  nombre  des  conditions  complexes  qui 
doivent  être  vérifiées  est,  dans  tous  les  cas,  3p  -h  q  —  3.  Ce  nombre 
est  encore  le  même  lorsque  les  surfaces  X.  et  ï  présentent  des  points 
de  ramification  en  dehors  des  points  o,  1,  oc.  Supposons,  par  exemple, 

\  =  -(a  >»  1  ),  et  soit  Y\i  une  racine  de  l'équation  f{  o,  y)  =  o  différente 

P 
de  o,  r,oo.   La  surface  \  présentera  un  cycle   (le   p    feuillets  au  point 

./•  =  o,  el  la  surface  V  un  cycle  de  a  feuillets  au  point  y  =  r{l.  Les  mo- 
dules de  Y  dépendront  d'une  indéterminée  t\i\  mais,  dans  l'application 
des  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre,  le  point  a?  =  o,  sommet  du  cycle 
de  p  feuillets,  doit  venir  s'appliquer  sur  le  point  y  =  *},-,  sommet  du 
cycle  de  a  feuillets.  Le  nombre  total  des  conditions  qui  doivent  être 
remplies  reste  donc  le  même,  et  il  est  clair  que  le  raisonnement  est  gê- 


nerai 
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Supposons  ces  conditions  remplies;  la  relation  /(a?,  y)  =  o  existera, 
et  aura  pour  surfaces  de  Riemann  Xet  Y.  Celte  relation  fournira-t-elle 
une  intégrale  de  l'équation  de  Kummcr?  Supposons  que,  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i),  on  ait  remplacé  x  par  sa  valeur  en 
fonction  de  y.  Il  est  clair  que  le  résultat  sera  une  fonction  uniforme 
du  point  analytique  (./;,  y),  qui  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'une 
fonction  rationnelle  de  x  et  dey,  (I>(.r,  y);  mais  il  ne  résulte  nulle- 
ment de  ce  qui  précède  que  {ly(x,  y)  se  réduira  à  la  forme 

Ay  +  Rv  +  C 

sauf  dans  le  cas  où  la  surface  Y  se  réduit  au  plan  des  y,  c'est-à-dire 
dans  le  cas  d'une  intégrale  rationnelle  (voir  Recherches  sur  l'équation 
de  Kummcr,  p.  n  et  suivantes).  Nous  suivrons  une  marche  toute  dif- 
férente pour  reconnaître  si  un  système  de  surfaces  \  et  \  fournit  une 
intégrale. 

Pour  une  intégrale  rationnelle,  on  a 

P  *=  O,  q  =  3. 

On  est  conduit  à  se  demander  s'il  y  a  d'autres  intégrales  satisfaisant  à 
ces  conditions.  Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (9),  (10)  et  (11) 
deviennent 

//  =  ci  -h  rp  =  b-\-  si  =  c+  /"• 
1  =//  —  /•  —  .v  —  /  -h  /'(a'  —  1)  -h  s'((3'  —  1)  -f-  l'{  7    -  1  ). 
a  -f-  h  4-  (r  3. 
(  )n  en  déduit 

a  -t-  /•(?  —  2)  -1-  b  -4-  s(a  -a)  =  2  +  2/-  20  . 


ou 


'(V-  i)-hj'(P'_  l)H-/'(Y  -Oi 


j'ai  discuté  ce  système  dans  le  Mémoire  déjà  cité  (  |>.  3i  >.  Si  S    n'esl 
pas  nul,  on  ne  trouve  de  solutions  qu'en  prenant  pour  p,  t.  x  les  valeurs 
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ci-dessous  : 

m. 


2,  3,  3, 
2,  3,  4, 
2,     3,     5. 

L'équation  hypergéomé  trique  correspondante  s'intègre  au  moyen 
des  fondions  algébriques,  et  nous  retombons  sur  un  cas  qui  a  été 
écarté.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait  o'  =  o,  et  Y  ne  sera  ramifiée  qu'aux 
points  o,  i,  ce.  Par  raison  de  symétrie,  il  en  sera  de  même  de  X;  ce 
que  Ton  prouverait  du  reste  de  la  même  façon.  La  relation /(.r,  y)  =  o 
(Haut  de  genre  o,  les  variables  x  et  y  pourront  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  fonction  d'une  variable 

•'•  =  ?(')>      y=<K0i 

et  Ton  reconnaît  sans  peine,  en  tenant  compte  de  la  ramification,  que 
*>(/)  et  <\>(t)  jouissent  des  propriétés  caractéristiques  des  intégrales  ra- 
tionnelles de  l'équation  de  Kuminer.  La  transformation  algébrique 
considérée  est  donc  une  combinaison  de  deux  transformations  ration- 
nelles. (  )n  démontre  de  la  même  façon  que  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'on 
puisse  avoir  '5p  -+-  q  —  3  =  o. 

Remarque  /.  —  Dans  le  cas  des  transformations  rationnelles,   il 

existe  aussi  des  solutions  du  système  arithmétique  qui  ne  fournissent 
pas  d'intégrales;  telle  est  la  solution 

n  =  8,        ri  =  i,       p  —  o,        q  =  3,        a  =  o,        b  =  o,        c  =  3. 

Mais  ici  cela  tient  précisément  à  ce  qu'on  ne  peul  construire  de  sur- 
face connexe  \  à  huit  feuillets  a\anl  la  ramification  demandée,  comme 
il  est  facile  de  s'en  convaincre. 

Remarque  II.  —  Il  résulte  aussi  des  considérations  précédentes 
qu'un  système  de  solutions  des  équations  arithmétiques  ne  peut  fournir 
qu'un  nombre  fini  d'intégrales  algébriques. 
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II. 

7.  Je  me  placerai  tout  d'abord  dans  un  cas  simple  particulièremenl 
intéressant^  car  il  conduit  à  la  recherche  des  relations  algébriques  cuire 
les  fonctions  fuchsiennes  qui  proviennent  de  L'équation  hypergéomé- 
trique.  On  sait  que,  lorsque  chacun  des  exposants  X,  u,  v  est  nul  ou 
égal  à  une  partie  aliquote  de  l'unité,  le  réseau  R  de  triangles  (X,  u,  v) 
ne  recouvre  qu'une  seule  fois  le  plan,  ou  une  partie  du  plan,  de  sorte 
(pic  la  fonction  inverse  x  =  <p(X,  (x,  v,  s)  est  uniforme.  Cela  posé,  on 
aura  trois  cas  à  distinguer  suivant  le  signe  de  i  —  X  —  m  —  v. 

Premier  cas  :  t  —  X  —  jjl  —  v  <  o.  —  La  fonction  inverse  esl  une 
fonction  rationnelle,  et  Ton  a  ainsi  les  quatre  fonctions  rationnelles 

*  ==  ?\2'  Ti'   3)  s)i 

*  =  ?(ï,ï,*,*)> 

x  —  9(h  h  h  *)• 

Deuxième  cas  :  I  =  X  -h  u,  -+-  v.  —  Cette  hypothèse  fournil  les 
quatre  fonctions  uniformes 

x  =  o(!,,  i,  o,.s), 

*  —  œr'-   -    -    ç) 

•^    T  \  2  5     3  J    (i  '  " 

*  —   T\  :»J    3>    :i'  °/J 

dont  la  première  a?=  shr.v  est  simplement  périodique,  tandis  que  les 
trois  autres  sont  doublement  périodiques. 

Troisième  cas  :  X  H-  p.  -h  v  <  i .  —  A  cette  hypothèse  correspon- 
dent un  nombre  illimité  de  fonctions  inverses  uniformes.  Le  cercle 
orthogonal  aux  trois  côtés  du  triangle  fondamental  (X,  u,  v)  est  réel, 
et  les  répétitions  de  ce  triangle  par  la  loi  de  s\  niéirie  forment  un  réseau 
II  recouvrant  une  seule  fois  une  portion  du  plan  Limitée  par  ce  cercle. 


2--5  GOURSAT. 


Le  groupe  (1  est  un  groupe  fuchsien  de  genre  o  et  le  polygone  géné- 
rateur est  le  quadrilatère  que  nous  avons  appelé  fondamental.  La  fonc- 
tion inverse  x  =  o(l,  \x,  v,  s)  est  une  fonction  fuchsienne  n'existant 
que  dans  une  portion  du  plan  limité  par  le  cercle  orthogonal  et  admcl- 
laiil  ce  cercle  pour  ligne  singulière  essentielle  [voir  Poincâbé,  Théorie 
des  groupes fuchsiens  (Acta  matliemalica,  t.  I)]. 

Supposons  de  môme  que  chacun  des  exposants  A',  u.',  v'  soit  nul  ou 
égal  à  une  partie  aliquote  de  l'unité,  et  que  A'  -h  fi/  -+-  v'  soit  <  r  ;  la 

fonction  inversey  =  tMX',  [jl',  v',  ^777)  sera  aussl  une  fonction  fuch- 
sienne de  s.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  dans  quels  cas  il  existe 
une   relation  algébrique  f(x,  y)  =  o   entre   les  deux  fonctions  fuch- 

siennes  #  =  ?(X,  j*,v,  s)  ety  =  <MX', |x', v',  77^77)'  1('s  constantes  a, 
f>,  r\  d  étant  choisies  convenablement. 

8.    Les  équations  (9),  (10)  et  (1  i)  deviennent  dans  ce  cas 

(    //  =  a  -+-  ro  =  h  -+-  -ver  =  c  -h  /t, 
(  //  =  a'-f-  /-'p'=  //-+-  .s-V  =  c'-h  /'t', 
(10)'  ip-\-q  —  i  =  n  —  r  —  s— t=  n'  —  /•'  —  s'  —  /', 

(11)'  a  -h  b  -t-  c>q,  fl'+//+c'^y. 

Soil  (  A  )  un  sNstènie  de  solutions  de  ces  équations;  a,  l>,  c,  a,  b':  <•' 
('•tant  connus,  on  en  déduira  pour  les  Stt  un  nombre  fini  de  systèmes  de 
valeurs.  Prenons  un  système  de  valeurs  satisfaisant  aux  équations  l  7) 
et  partageons  ensuite  chaque  0  et  le  0'  correspondant  en  un  même 
nombre  de  parties,  de  façon  qu'entre  deux  parties  correspondantes 
h,  h'  on  ait  toujours  la  relation  //A  =  A' A',  et  que  h  soil  un  diviseur  de 
p.  Gela  fait,  adoptons  un  des  systèmes  en  nombre  fini  (pie  l'on  aura 
lrou\és  ainsi. 

Il  nous  faut  maintenant  former  les  surfaces  de  Kieinann  Y  et  \  donl 
la  ramification  résulte  du  système  de  solutions  adopté  ;  \,  par  exemple, 
est  composée  de  //  feuillets  étendus  sur  le  plan  des  r,  et  n'est  ramifiée 

qu'aux  trois  points  x  ==  o,  1,  ce.  Au  point  x  => o,  si  X  =  -»  le  nombre 

des  feuillets  réunis  en  cycle  est  égal  à  p  ou  à  un  diviseur  de  p:  si  X  est 
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nul,  la  ramification  en  ce  point  peut  être  quelconque.  Il  en  est  de  même 
pour  les  points  x  =  r,  x  =  oc.  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer, 
la  formation  de  la  surface  connexe  X,  quand  on  se  donne  le  nombre  des 
cycles  en  chacun  des  points  o,  i ,  oc  et  le  nombre  des  feuillets  de  chaque 
cycle,  est  un  problème  de  combinaisons  qui  n'admet  qu'un  nombre  fini 
de  solutions.  Supposons  encore  que  nous  ayons  obtenu  toutes  ces  so- 
lutions :  ce  que  Ton  pourra  toujours  faire  par  un  nombre  limité  d'es- 
sais. Adoptons  Tune  d'elles,  et  proposons-nous  de  rechercher  s'il  existe 
une  relation  algébrique  irréductible /(#, y)  =  o  admettanl  celle  sur- 
face X  pour  surface  de  Riemann  et  répondant  à  la  question. 

Représentons-nous  pour  cela  les  in  demi-feuillets  positifs  et  négatifs 
de  la  surface  X;  distinguons  les  n  demi-feuillets  positifs  par  un  numéro 
variant  de  i  à  n,  et  les  n  demi-feuillets  négatifs  par  un  numéro  varianl 
de  —  i  à  —  n.  Chacun  des  demi-feuillets  positifs  est  relié  au  plus  à 
trois  demi-feuillets  négatifs,  quand  on  fait  franchir  à  la  variable  l'axe 
réel,  et  inversement.  Au  moyen  de  coupures  pratiquées  dans  celle  sur- 
face le  long  de  Taxe  réel,  on  peut  la  transformer  en  une  surface  simple- 
ment connexe  -Y-,  telle  que  deux  chemins  tracés  sur  celle  surface  el 
joignant  deux  points  quelconques  .M  et  M'  soient  équivalents,  c'est- 
à-dire  puissent  se  réduire  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  con- 
tinue sans  franchir  aucun  des  points  x  =  o,  x  =  i ,  x  =  oo.  Soil 
L  la  limite  de  cette  surface  -Y.;  L  se  composera  des  bords  dc>  cou- 
pures qui  ont  été  pratiquées  dans  X.  Cela  posé,  faisons  VAbbildung 
de  la  surface  -Y  sur  le  plan  des  s  au  moyen  de  la  relation 

,/;  =  'v(A,  a,  v,-v). 

D'après  le  théorème  de  M.  Schwarz,  cet  Abbildung  se  composera 
de  -m  triangles  (X,  [a,  v)  alternativemenl  positifs  e1  négatifs.  Ces  -in 
triangles  formeront  un  polygone  P,  ne  se  recouvrant  pas  lui-même,  el 
dont  les  côtés  seront  des  arcs  de  cercle  correspondant  aux  bords  des 
coupures  de  \.  Les  deux  côtés  de  P  qui  correspondent  aux  deux  bords 

d'une  même  coupure  peuvent  se  déduire  l'un  de  l'autre  par •  substi- 

lui  ion  linéaire;  donc  les  côtés  <h<  polygone  P  sont  congruents  dru., 
il  deux.  Imaginons  que  l'on  déforme  ce  polygone  P  d'une  manière  con- 
tinue de  façon  que  les  côtés  congruents  viennent  se  coller  l'un  contre 
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l'autre;  ou  obtient  une  surface  fermée  <f,  de  même  genre  que  la  surface 
X.,  et  qui  peut  remplacer  cette  dernière  dans  toutes  les  considérations 
qui  reposent  uniquement  sur  la  géométrie  de  situation.  En  particulier, 
de  la  manière  dont  sont  disposés  les  côtés  congruents  de  P,  on  peut 
déduire  immédiatement  la  ramification  de  X.  La  formation  de  la  sur- 
face V  ou  celle  du  polygone  P  sont,  par  conséquent,  deux  problèmes 
équivalents,  dont  le  second  peut  même,  à  certains  égards,  être  considéré 
comme  plus  simple  que  le  premier.  Quelle  que  soit  la  voie  que  Ion 
adopte,  je  supposerai  désormais  que  Ton  a  obtenu  la  surface  X  et  le  poly- 
gone 1*  correspondant  ;  j'appellerai  2,,  22,  ...,  Sj,  les  substitutions 
linéaires  qui  changent  l'un  en  l'autre  les  côtés  congruenls  de  P.  Il  peul 
arriver  que  deux  côtés  congruents  viennent  se  confondre;  dans  ce  cas. 
on  supprimera  ce  côté.  Quelles  sont  maintenant  les  conditions  pour 
qu'il  existe  une  relation  algébrique  f(x,  y)  =  o  entre  les  fondions  l'uch- 

siennes.r  =  !p(X,  u.,  v,  s)  ely  =  '<W  A',  u/,  v',  - -,)>  admettant  X  pour 

surface  de  Rieinann  sur  le  plan  des  a?? 

La  réponse  est  immédiate.  Il  faut  et  il  suffit  qu'en  choisissant  con- 
venablement les  constantes  a,  b,  c,  d,  les  substitutions  — ,,  22 2,, 

appartiennent  au  groupe  fuchsien  (  V  relatif  à  la  fonction 


,  /v        ,      ,    as -h  b\ 


9.  Si  Ton  connaissait  la  forme  générale  des  substitutions  du  groupe 
(!',  connue  cela  a  lieu  pour  les  fonctions  modulaires,  cet  examen  sérail 
facile.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  en  général,  et  il  est  nécessaire  d'avoir 
recours  à  d'autres  considérations.  Le  groupe  (!'  dépend  de  trois  con- 
stantes complexes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  six  constantes 
réelles.  De  ces  six  constantes,  il  y  en  a  trois  qui  se  déterminent  immé- 
diatement. En  elï'et,  toutes  les  substitutions  de  ce  groupe  doivent  con- 
server le  cercle  orthogonal  aux  côtés  du  polygone  P;  en  d'autres  ter- 
mes, le  réseau  R'  de  triangles  (X',  u/,  v')  doit  avoir  le  même  cercle 
principal  que  le  réseau  II  de  triangles  (A,  [*,  v).  U  y  a  une  infinité  de 
réseaux  R' jouissant  de  cette  propriété;  la  position  de  ce  réseau  dépend 
encore  de  trois  constantes  réelles.  Mais  ce  réseau  II'  doit  satisfaire  à 
d'autres  conditions;  en  effet,  q  sommets  de  ce  réseau  doivent  coïncider 
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respectivement  avec  les  sommets  du  polygone  P  qui  sont  les  images 
des  sommets  des  cycles  de  la  seconde  catégorie  de  la  surface  de  Rie- 
mann  X. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  des  sommets  (X')  du  réseau  II'  doive 
coïncider  avec  un  des  sommets  (X)  du  polygone  P,  et  soit  X^o.  On 
peut  construire  le  polygone  P  de  telle  façon  que  le  sommet  (A)  en 
question  soit  le  centre  du  cercle  orthogonal.  Admettons  qu'on  ail  l'ail 
la  figure  de  cette  façon;  nous  pourrons  ensuite  construire  un  réseau  lî 
admettant  môme  cercle  principal  et  dont  un  sommet  (X')  coïncidera 
avec  le  sommet  (X)  précédent. 

Tous  les  réseaux  11' jouissant  de  la  même  propriété  se  déduiront  de 
celui-là  par  une  rotation  autour  de  ce  sommet. 

Si  q  est  supérieur  à  i,  un  certain  nombre  d'autres  sommets  <lu  ré- 
seau R'  devront  coïncider  avec  des  sommets  du  polygone  P;  comme 
dans  une  rotation  autour  du  sommet  (X)  chaque  sommet  de  R  décril 
une  circonférence,  on  pourra  toujours  trouver  toules  les  positions  de 
ce  réseau  qui  satisfont  aux  conditions  précédentes,  et  il  n'\  eu  aura 
jamais  qu'un  nombre  limité.  Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  de  ces 
positions  et  construisons  la  portion  de  ce  réseau  qui  entoure  le  poly- 
gone P.  Soient  AB,  A'B'  deux  côtés  congruenls  du  polygone  P,  tels 
que  la  substitution  2,-  change  AB  en  A'B'.  Prenons  deux  points  cor- 
respondants M  et  M' sur  ces  deux  côtés.  Pour  que  la  substitution  2,- ap- 
partienne au  groupe  (i\  il  faut  que  les  points  M  et  M!  soient  à  l'inlé- 
rieur  de  deux  triangles  congruents  (X',  [/,',  v')  et  que  la  substitution 
linéaire  qui  change  ces  deux  triangles  l'un  en  Vautre  soit  i<l<>nliuur 
à  la  substitution  2,.  I  ne  méthode  semblable  s'applique  à  ions  les  cou- 
ples de  côtés  congruents  du  polygone  I*. 

Il  est  clair  que  les  opérations  géométriques  précédentes  se  traduisent 
anal)  liqueincnt  par  des  calculs  toujours  possibles.  Dans  la  pratique,  il 
peut  être  avantageux  de  choisir  le  cercle  orthogonal  d'une  façon  parti- 
culière, par  exemple  de  supposer  qu'il  se  réduil  à  L'axe  réel.  Mais  je  ne 
m'arrêterai  pas  à  ces  simplifications,  que  l'on  aperçoit  aisément  dans 
chaque  cas  particulier.  On  en  trouvera  i\r<  exemples  plus  loin. 

La  méthode  précédente  suppose  que  le  nombre  a  est  au  moins  égal 
à  2.  On  peui  encore  employer  une  méthode  un  peu  plus  générale  que 
la  précédente  et  qui  n'exige  aucune  hypothèse  sur  le  nombre  q.  Ima- 

Journ.  de    Math.  ( ','  série).  Tome  III.  -   Fasc.  III. 
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ginons  que  le  cercle  C  orthogonal  aux  côtés  du  polygone  P  soit  le 
cercle  de  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  que  ce  pol)  gone 
soit  tout  entier  à  l'intérieur  de  C.  Appelons  L  de  deux  points  inté- 
rieurs la  L  de  l'arc  de  cercle  orthogonal  à  G  qui  joint  ces  deux  points. 
Pour  la  définition  de  la  L  et  pour  tout  ce  qui  va  suivie  je  renverrai  le 
lecteur  aux  Mémoires  que  M.  Poincaré  a  publiés  dans  les  premiers  A  o- 
lumcs  des  Acla  matltemalica.  Si  l'on  considère  diverses  circonférences 
coupant  orthogonalemcnt  le  cercle  fondamental  C  et  les  arcs  de  ces 
circonférences  qui  sont  interceptés  par  le  polygone  P,  la  L  de  ces  arcs 
restera  inférieure  à  une  certaine  limite  que  j'appelle  L'  el  dont  il  rsl 
facile  d'avoir  des  valeurs  approchées  par  excès. 

Imaginons  maintenant  que  Ton  ait  construit  un  réseau  R'  de  triangles 
Çk',  jj.',  V)  admettant  le  cercle  G  pour  cercle  fondamental  :  considérons 
un  point  AI  à  l'intérieur  d'un  de  ces  triangles  et  ses  divers  transformés 
par  les  substitutions  du  groupe  G'.  Parmi  ces  divers  transformés,  il  n'y 
en  aura  qu'un  nombre  limité  wn  m.,,  ...,  mA,  tels  que  la  L  des  deux 
points  M  el  nii  soit  inférieure  à  la  limite  L'.  Soient  2,,  2'2,  ....  2'A  les 
substitutions  correspondantes  du  groupe  G',  et  soit  T  la  substitution  li- 
néaire la  plus  générale  qui  conserve  le  cercle  fondamental;  cette  sub- 
stitution dépend,  connue  on  sait,  de  trois  paramètres  arbitraires  réels. 
Si  nous  appliquons  au  réseau  W  la  substitution  T,  le  groupe  (  1'  esi  rem- 
placé par  un  groupe  G"  holoédriquement  isomorphe  au  premier  et  les  sub- 
stitutions précédentes  sont  remplacées  par  les  substitutions  2",  X 

2^.  Mais  il  est  à  remarquer  que  ces  substitutions  sont  les  seules  du 
groupe  (  r"  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  la  L  de  Tare  de  cercle 
orthogonal  à  G  qui  joint  un  point  M  à  l'un  de  ses  transformés  par  une 
de  ces  substitutions  est  inférieure  à  la  limite  L'.  Si  donc  il  existe  des 
substitutions  du  groupe  G"  qui  changent  l'un  en  l'autre  les  côtés  con- 
gruents  <.\u  polygone  P,  ces  substitutions  seront  au  nombre  des  substi- 
tutions 2",  X.',,  ...,  2^.  Gomme  ces  dernières  sont  en  nombre  fini  cl 
qu'elles  ne  dépendent  que  de  trois  paramètres  arbitraires,  il  sera  tou- 
jours possible,  par  un  nombre  fini  d'essais,  de  reconnaître  si  Ton  peut 
disposer  de  ces  trois  paramètres  de  façon  que  quelques-unes  <le  ces  sub- 
stitutions changent  l'un  en  l'autre  les  côtés  congnienls  de  P. 

En  rapprochant  ces  résultats  de  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans  la 
première  partie  de  ce  travail,  nous  voyons  qu'on  pourvu  toujours,  pur 
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un  nombre  limité  d'essais,  trouver  tous  les  cas  où  il  existe  une  rela- 
tion algébrique  d'un  degré  donné  entre  deux  fonctions  fuchsiennes 
provenant  de  l'équation  hyper  géométrique. 

10.  On  peut  présenter  les  recherches  précédentes  sous  une  forint: 
un  peu  différente,  de  façon  à  les  rattacher  plus  étroitement  à  la  théorie 
générale  des  fonctions  fuchsiennes.  Je  vais  démontrer  pour  cela  que  le 
polygone  P  est  le  polygone  générateur  d'un  groupe  fuchsien.  Les 
cotés  de  ce  polygone  P  sont  tous  de  la  première  sorte;  les  sommets  sont 
de  la  première  ou  de  la  seconde  catégorie.  Le  polygone  P  sera  de  la 
première  famille  si  les  trois  exposants  X,  [/.,  v  sont  différents  de  zéro  ; 
dans  le  cas  contraire,  il  sera  de  la  seconde  ou  de  la  sixième  Camille. 
Nous  avons  déjà  vu  que  les  côtés  de  ce  polygone  sont  congruents  deux 
à  deux.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  si  la  somme  des  angles 
d'un  même  cycle  de  la  première  catégorie  est  une  partie  aliquole 
de  2~.  C'est  ce  qui  résulte  hien  aisément  de  la  façon  dont  ce  polj  gone 
a  été  obtenu.  En  effet,  les  sommets  de  P  correspondent  sur  la  surface 
X  aux  trois  points  o,  i,  ce  et  les  sommets  qui  font  partie  d'un  même 
cycle  correspondent  sur  X  au  sommet  d'un  môme  cycle  de  feuillets. 

Supposons,  par  exemple,  X^o,  et  soit  X  =  -•,  prenons  sur  X  un  cycle  de 

m  feuillets  réunis  autour  du  point  x  =  o.  Quand  on  fait  VAbbildung 
de  la  surface  X  sur  le  plan  de  s,  chaque  demi-feuillel  de  celle  surface 

donne  un  triangle  d'angles  X-,  (j/û,  vu;  la  somme  des  angles  des  som- 
mels   de   P   provenant   de   ce   cycle   sera    doue  égale  à   •j.m'i-  ou  à 

;  comme  m,  nous  1  avons  vu  plus  haut,  doit  être  égal  a  p  ou  a  un 

diviseur  de  p,  il  en  résulte  que  la  somme  des  angles  de  ce  cycle  sera 
égale  à  -ir.  ou  à  une  partie  aliquotc  de  2-.  c.  q.  y.  d. 

Si  m  =  p,  le  cycle  correspondant  sera  de  la  première  sous-catégorie, 
d  il  peut  se  faire  que  ce  sommet  disparaisse  dans  le  polygone  P  «mi  ré- 
unissant deux  cotés  conligus.  Mais,  si  ///  est  un  diviseur  de  p,  le  cycle 
correspondant  sera  de  la  deuxième  SOUS-catégorie.  .l'appellerai  V  le 
groupe  fuchsien  auquel  le  polygone  I'  donne  naissance;  ce  groupe  I' 
esl  un  sous-groupe  de  (i,  d'indice  fini,  el  distingué. 

Si,  au  lieu  de  partir  de  la  surface  V  on  était  parti  de  la  surface  ^  . 
on  aurait  obtenu  de  même  un  polygone  P'  composé  de  2//'  triangles 
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(A',  p.',  v')  donnant  naissance  à  un  groupe  fuchsien  identique  au  précé- 
dent T  contenu  dans  le  groupe  G'.  On  peut  déduire  ces  polygones  l'un 
de  l'autre  au  moyen  (finir  Iran  s  forma  lion  employée  déjà  par  M.  Poin- 
caré  et  que  je  vais  rappeler  en  quelques  mots.  Soient  S  un  polygone  gé- 
nérateur d'un  groupe  fuchsien  g,  AB,  A'B'deuxcôtéscongruentsde  ce 
polygone  et  2/  la  substitution  linéaire  qui  change  AB  en  A'B'.  Soienl  —> 
une  portion  du  polygone  S  adjacente  au  côté  AB  et  gt'  la  portion  du 
plan  transformée  de  to  par  la  substitution  2/.  Si  du  polygone  S  on  re- 
1  ranche  la  portion  tr>  et  qu'on  y  ajoute  la  portion  m,  on  obtient  un  nou- 
veau polygone  S'  que  nous  dirons  équivalent  au  premier.  Plus  généra- 
lement tout  polygone  qui  se  déduit  de  S  par  une  série  d'opérations  de 
ce  genre  sera  dit  équivalent  au  polygone  S.  On  voit  aisément  qu'il  y  a 
réciprocité  entre  deux  polygones  équivalents,  et  qu'ils  définissent  l'un 
et  l'autre  le  même  groupe  fuchsien.  Remarquons  que  deux  poly- 
gones équivalents  n'ont  pas  forcément  le  même  nombre  de  côtés  ;  on 
peut  en  effet  augmenter  à  volonté  le  nombre  des  côtés.  Nous  en  ver- 
rous des  exemples  un  peu  plus  loin. 

Cela  posé,  revenons  à  notre  polygone  P  et  à  la  surface  découpée  v. 
qui  lui  correspond  point  par  point.  A  cette  dernière  on  peut  faire  cor- 
respondre, point  par  point,  une  surface  analogue  ij,  que  Ton  déduit  de 
Y  par  certaines  coupures  L'  pratiquées  suivant  les  lignes  de  celle  sur- 
face qui  correspondent  à  la  ligne  L.  Il  y  aura  donc  aussi  une  correspon- 
dance uhivoque  entre  le  polygone  P  et  la  surface  JJ.  Mais,  quand  on 
fait  I'  ibbildung  de  Y  sur  le  plan  des  s  au  moyen  de  la  relation 


l/v       /      ,    as  -\-  b\ 


on  sait  qu'à  chaque  demi-plan  de  cette  surface  correspond  sur  le  plan 
des  s  un  triangle  (A',  [//,  v').  Il  faut  toutefois  remarquer  que  les  di- 
verses portions  du  plan  des  s,  qui  sont  les  images  d'un  même  demi-plan 
de  la  surface  ï  ,  ne  sonl  pas  forcément  adjacentes;  c'est  ce  qui  arrivera 
si  la  ligne  L'  de  Y,  qui  correspond  à  la  ligne  L  de  X  et  par  suite  au  pé- 
rimètre de  I',  traverse  un  ou  plusieurs  de  ces  demi-plans.  Pour  prendre 
le  cas  le  plus  général,  supposons  qu'un  certain  demi-plan  de  Y  ait  pour 
images,  sur  le  plan  des  s,  q  portions  séparées  dont  chacune  sera  par  con- 
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séquent  adjacente  au  périmètre  de  P.  Soient  /,,  /,,  ...,  lq  ces  différentes 
portions;  construisons  le  triangle  (A',  (j/,  v')  appartenant  au  réseau  II 
dont  /<  fait  partie  et  soient  /.,',  /.,',  ...,  I'  les  portions  de  ce  triangle  qui 
sont  respectivement  congruentes  à/,,  /.,,  ...,  lq.  Prenons  une  portion  ad- 
jacente à  /,,  //  par  exemple.  La  portion  lL  se  change  en //par  une  des 
substitutions  qui  changent  l'un  en  l'autre  les  hords  congruents  de  P;  si 
donc  on  retranche  lé  du  polygone  P  et  qu'on  lui  ajoute  //,  on  obtiendra 
un  polygone  équivalent  au  premier.  En  continuant  ainsi  et  en  opéranl 
de  même  pour  chacun  des  triangles  du  réseau  11'  qui  sont  traversés  par 
le  périmètre  de  P,  on  arrivera  à  un  polygone  P',  équivalent  an  pre- 
mier, dont  tous  les  côtés  seront  formés  par  des  arcs  de  cercle  apparte- 
nant au  réseau  R'.  Ce  polygone  sera  donc  formé  de  in'  triangles 
(A',  pt/,  v')  alternativement  positifs  et  négatifs.  Par  conséquent,  la  re- 
cherche des  cas  où  il  existe  une  relation  algébrique  entre  les  deux 
fonctions  fuchsiennes  x  =  <p (A,  jjt.,  v,  s),  y  =  '\>Çk',  [//,  v',  s)  est  équiva- 
lente à  la  question  de  Géométrie  suivante  : 

Trouver  deux  polygones  équivalents!*  et  V formés  respectivement 
de  in  triangles  (X,  jjl,  v)  et  de  in'  triangles  Çk',  (j/,  v'),  alternative- 
ment positif  s  et  négatifs. 

Les  équations  (9')  et  (10')  ont  une  signification  géométrique  évi- 
dente. Considérons  la  surface  fermée  $  obtenue  en  déformant  !<•  poly- 
gone P  de  façon  à  réunir  les  bords  congruents;  on  peut  évidemment, 
au  point  de  vue  de  la  géométrie  de  situation,  assimiler  cette  surface 
fermée  à  un  polyèdre  limité  par  in  faces  triangulaires,  qui  correspon- 
dent aux  1  n  demi^feuillets  de  X.  Les  sommets  de  ci-  polyèdre  corres- 
pondent aux  points  o,  1,  2c  de  X  et  leur  nombre  sera  par  conséquenl 
/•  -+-  s  -h  t  -+-  q\  les  arêtes  correspondent  aux  portions  de  L'axe  réel, 

—  yz o,  o hi,  +  1 h  qo,  et  il  y  en  aura  3  n.  Comme  chaque 

arête  aboutit  à  deux  sommets,  il  y  aura  -mi  arêtes  partant  des  sommets 
(X),  in  partant  des  sommets  (jjl)  et  in  pariant  des  sommets  (v);  ce 
qui  fournit  les  relations 

r?  =  a :  -h  rp  =  b  H-  sa  =  c  -+-  (-.. 

La  formule  d'Euler  généralisée  sur  les  polyèdres  donne  ensuite 

■2  //  -h  r  -h  s  -h  t  -h  r/  =  3  //  -f-  2  —  ■>./>. 
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c'est-à-dire 

ip  -h  q  —  2  =  n  —  r  —  s  —  t. 

Les  formules  analogues  s'interprètent  de  même  en  considérant  la 
surface  fermée  av  obtenue  en  déformant  le  polygone  P'  de  façon  à  réu- 
nir les  bords  congruents.  Si  les  polygones  P  et  P'  sont  équivalents, 
les  surfaces  fermées  $  et  $'  seront  idenliques;  les  équations  (7)  expri- 
ment que  la  somme  des  angles  des  triangles  assemblés  autour  d'un 
poinl  est  la  même  dans  les  deux  surfaces. 

Quant  à  l'équation  (1 3) 

n{\  —  "k  —  [à  —  v)  =  n'(i  —  A'  —  \x  —  v'), 

elle  exprime  aussi  une  propriété  géométrique.  On  sait,  en  effet,  que 
1  —  y.  —  ix  —  v  est  proportionnel  à  la  S  du  triangle  (A,  tx,  v).  Comme 
deux  ligures  congruentes  ont  même  S,  tz(i  —  "k  —  p.  —  v)  sera  propor- 
tionnel  à  la  S  du  polygone  P,  et  n'(i—  A'—  tx'—v')  sera  de  même 
proportionnel  à  la  S  du  polygone  P'.  On  obtiendrait  donc  la  rela- 
tion (i3)  en  écrivant  que  ces  deux  polygones  équivalents  ont  la 
même  S. 

Pour  peu  que  Ton  réfléchisse  à  la  nature  des  relations  précédentes, 
on  conçoit  aisément  qu'elles  expriment  des  conditions  nécessaires,  mais 
nullement  suffisantes,  pour  que  le  problème  de  (iéométrie  posé  plus 
liant  admette  une  solution;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat 
obtenu  dans  la  première  Partie  de  ce  travail. 

11.  Cette  théorie  présente,  comme  on  voit,  beaucoup  d'analogie 
avec  la  théorie  de  la  transformation  elliptique.  Mais  il  y  a  aussi  une 
différence  essentielle;  on  sait,  en  effet,  que  toute  transformation  algé- 
brique (\(^  fonctions  elliptiques  résulte  de  la  combinaison  de  deux  trans- 
formations rationnelles,  tandis  que  nous  connaissons  dçj à  pour  l'équa- 
tion de  kiimmer  une  infinité  d'intégrales  algébriques,  fournies  par  les 
équations  modulaires,  qui  ne  résultent  pas  de  la  combinaison  d  inté- 
grales rationnelles.  Nous  pouvons  maintenant  expliquer  cette  diffé- 
rence :  soient  («0,  (0'  )  et  (co,,  w'(  )  deux  s\  sièmes  de  périodes;  pour  qu  il 
existe  une  relation  algébrique  entre  deux  fonctions  doublement  pério- 
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cliques  admettant  ces  périodes  respectives,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  réseaux  de  parallélogrammes  (co,  o/)  et  (wn  ta\  )  aient  un  réseau 
de  sommets  communs.  S'il  en  est  ainsi,  on  pourra  trouver  deux  paral- 
lélogrammes équivalents  composés  respectivement  de  parallélogrammes 
élémentaires  des  deux  réseaux.  Ces  deux  parallélogrammes  équivalents 
jouent  absolument  le  même  rôle  que  les  polygones  P  et  P  .  Mais,  tandis 
que  Ton  peut  toujours  ramener  ces  polygones  à  des  parallélogrammes 
dans  le  cas  de  la  transformation  elliptique,  nous  ne  pouvons  pas,  en 
général,  ramener  les  polygones  P  et  P'  à  des  quadrilatères. 

.lai  dit  plus  haut  que  le  sous-groupe  F  était  d'indice  fini  el  distingué. 
11  est  d'indice  fini;  cela  résulte  de  la  façon  dont  on  a  obtenu  le  j > « > I \ - 
gonc  générateur.  Il  est  distingué  dans  chacun  des  groupes  (J  et  (>';  on 
le  démontre  en  remarquant  que  toute  substitution  de  V  reproduit  les 
fonctions  fuchsiennes  x  et  y. 

12.  Je  vais  appliquer  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée  à  quelques 
exemples. 

Exemple  I.  —  L'hexagone  ABCDEF  (fig*  i)  est  formé  de  dix-huil 

Fig.  .. 


triangles  |  ',  .'-,  !)  alternativement  positifs  el  négatifs.  Les  côtes  \llei 
A.F  sont  congruents,  ainsi  que  BC  el  DC,  ED  el  EF. 

Joignons  les  sommets  A  el  E  au  sommel  <  !  par  deu\  arcs  de  eu-cou- 
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férences  orthogonales  au  cercle  Fondamental.  Soient  1,  la  substitution 
qui  change  AU  en  \l.  el  -,  la  substitution  qui  change  ED  en  11:1 
change  le  triangle  \\>(  '.  en  un  triangle  \  l< ..  el  de  même  1,  change  le 
triangle  EDC  en  un  triangle  EFG.  L'hexagone  IBCD]  i  -  donc 
équivalent  au  quadrilatère  ICEG,  ou  les  côtés  iC  el  \G  sont  con- 
gruents,  ainsi  que  \A  :  --i  EG.  Les  angles  \  el  E  de  ce  quadrilatère  son  I 

tandis  que  les  angles  C  el  < .  sonl  égaux  à     ;  on  pourra 
garder  ce  quadrilatère  comme  formé  <l<-  deux  triai  i  symé- 

triques I  nu  de  l'autre  par  rapporl  à  un  côté  commun.  Il  existe  donc 
une  relation  algébrique  entre  les  deux  fonctions  fuchsiennes 

Oi     y    \ 

,,u  premier  degré  en  c  el  du  neuvième  degré  en  y.  J'ai  obtenu  cette 
relation  dans  un  travail  antérieur.  |  \  oir  Recherches  sur  l'équation  de 
A  ummer,  \>.  6i .  formule  i  i  5  ..  | 


Exemple  H.      L'hexagone  ABCDE1        t        est  composé  de  vingt 
triangles  <  '.  V  >  alternativement  positifs  el  négatifs;  les  >nju 
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gués  sont  AB  et  AF,  CB  et  CD,  ED  et  EF.  Appelons  2,  et  22  les  deux 
substitutions  qui  changent  respectivement  AB  en  AF,  ED  en  EF. 

Joignons  les  sommets  A  et  E  au  sommet  C  par  des  arcs  de  circon- 
férences orthogonales  au  cercle  fondamental.  Si  Ton  applique  aux  deux 
triangles  ABC,  EDC  les  substitutions  2,  et  22  respectivement,  on  ob- 
tient les  deux  triangles  AFG,  EFG,  et  l'hexagone  ABCDEF  est  rem- 
placé par  le  quadrilatère  équivalent  ACEG,  où  les  côtés  conjugués  sont 
AC  et  AG,  EC  et  EG.  Les  angles  A  et  E  de  ce  quadrilatère  sont  égaux 

à  ^?  et  les  angles  C  et  G  à  ^;  il  est  donc  formé  de  deux  triangles 

G?  i?  î)  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  un  côté  commun.  Il 
en  résulte  qu'il  existe  une  relation  algébrique  entre  les  deux  fonctions 
fuchsiennes 

X  ==   TA2'  I'   8?  S)l  "Y  =   T\3»   8>   8>  'S/? 

du  premier  degré  en  x,  du  dixième  degré  en  y.  [Voir  Recherches  sur 
V équation  de  Kummer,  p.  62,  formule  (Go).J 

Exemple  III.  —  Lesjïg.  3  et  4  représentent  deux  hexagones  égaux 
ABCDEF,  abedef,  obtenus  de  deux  façons  différentes  (fig.  3  et  4). 


Fig.  3. 


L'hexagone  ABCDEF  est  formé  de  quatre  triangles  (o,  £,  £),  el  le 
second  abedef  de  huit  triangles  (o,  |,  \).  On  en  conclut  l'existence 

Journ.  de  Math.  (4e  série).  Tome  III.  —  Fasc.  III,  i9H't  '^ 
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d'une  relation  algébrique  entre  les  deux  fonctions  fuchsi< 

./•  =  o(o.;,;,.v).  r  :  :  y<<>.  L,  ;..v,. 

du  Becond  degré  en  \ '  cl  du  quatrième  degré  en  x.  Nouî 
loin  comment  on  peu!  obtenir  cette  relation  qui  esl  équn 
semble  des  deux  suivantes 

i  désignant  une  variable  auxiliaire. 

Les  intégrales  algébriques  «  |  u  •  -  l'on  connaît  pour  l'équa 


i 


mer  donnent  lieu  à  des  figures  analogues,  <|n«'  !<•  lecteur  <•< 
aisémcnl . 

Remarquons  que,  si  les  deux  polygones  P  cl  P'onl  uni 
,'i  mu'  suite  continue  <!«'  valeurs  réelles  <l<'  x  correspond  u 
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-  substitutions  du  groupe  G,  distinguons  celles  qui  jo 
propriété  suivante  :  les  points  doubles  sont  distincts,  e 
mettre  sous  la  forme 


—    s'  —  a 
=  e  ■    :  > 


p  (1  ('signant  un  nombre  entier.  Soient  20,  2<  deux  subsl 
jouissant  de  celle  propriété,  el  -apposons  qu'il  en  soit  d 


v   ._  v  v 


substitution  composée  22  =  — 0  — i  :  appelons  e  p  ,  c  *  ,  e 
cateurs  respectifs  de  ces  trois  substitutions  et  posons 


i  i 

-  5  U.   =    -  > 


On  démontre  aisément  que  l'on  peut  disposer  des  tn 
arbitraires  de  la  fonction  fuchsienne  x  =  z,  (  X,  u.,  v,  — — 

'  \        '  es  — 

que  le  groupe  de  substitutions  de  j:  soit  identique  au  gro 
deux  substitutions  — 0.  —,  :  les  fonctions  fuchsiennes x  <•[ 
par  conséquent,  par  une  relation  algébrique 

F(./\  u  )  —  o. 

De  inéme.  soient  2"0,  2',  deux  autres  substitutions  di 
Z'a=2'02'1.  Si  ces  trois  substitutions  jouissent  des  mêi 
que  les  précédentes,  on  pourra  trouver  une  nouvelle  fonct 

y  =  i   a',  a',  v'.  -j- -p  j*  qui  sera  liée  à  u  par  une  relati 

F,(  r ,.*/)  =  o. 
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construites,  connue  plus  haut,  les  deux  surfaces  de  Riemann  X  et  Y 
correspondant  à  cette  solution;  nous  pouvons  môme,  pour  simplifier, 
nous  borner  à  considérer  X.  Cette  surface  présentera  en  général,  outre 
les  points  o,  1,  oo,  un  certain  nombre  d'autres  points  de  ramification; 
soit  Y]i  un  quelconque  de  ces  points.  Imaginons  que  Ton  transforme  X 
en  une  surface  simplement  connexe  »\-  au  moyen  de  coupures  pratiquées 
suivant  l'axe  réel  et  suivant  les  lignes  indéfinies  allant  des  points  yj,-  au 
point  x  =  00,  de  telle  façon  que  tout  chemin  fermé  tracé  sur  -y-  puisse 
se  réduire  à  zéro  par  une  déformation  continue  sans  passer  par  aucun 
des  points  o,  1,  ce.  Formons  ensuite  YAbbildung  de  X  sur  le  plan  des 
s  au  moven  de  la  relation 


x 


=  ?(X,  [A,V,*)ï 


nous  obtenons  ainsi  un  polygone  P  formé  de  111  triangles  (À,  [x,  v)  al- 
ternativement positifs  et  négatifs.  Ce  polygone  P  peut  se  recouvrir 
plusieurs  fois  lui-même,  et  quelques-uns  des  triangles  dont  il  se  com- 
pose seront  découpés  suivant  certaines  lignes,  images  des  coupures  allanl 
des  points  f]i  à  l'infini.  Si  l'on  déforme  ce  polygone  de  façon  à  réunir 
les  bords  congruents,  on  obtient  une  surface  fermée  qui  correspond 
dune  façon  univoque  à  la  surface  X.  Que  faut-il  niainlenanl  pour  qu'à 
cette  surface  de  Riemann  corresponde  une  intégrale  algébrique?  Il  faul 
que  tout  chemin  fermé  tracé  sur  X  ramène  à  sa  valeur  initiale  la  fonc- 
tion inverse 


,  A ,      ,     ,    as  ■+-  b  \ 


quand  on  choisit  convenablement  les  constantes  a,  b,  c,  d.  On  déter- 
mine, comme  plus  haut,  ces  constantes  en  remarquant  que  q  sommets 
du  réseau  II' doivent  coïncider  avec  certains  sommets  de  P.  On  peut 
aussi  remarquer  (pie  les  images  des  points  rti  sur  le  plan  des  s  doivent 
coïncider  avec  des  sommets  de  ce  polygone.  Admettons  que  l'on  ail 
trouvé  un  réseau  R'  satisfaisant  à  toutes  ces  conditions,  et  construisons 
la  portion  de  ce  réseau  qui  recouvre  le  polygone  P.  Il  faudra,  en  outre. 
<jue  ce  réseau  recouvre  simplement  le  polygone  P,  et  que  les  bords 
congruents  de  P  soient  aussi  congruents  dans  le  réseau  R';  c*1  (pie  l'on 
reconnaîtra  absolument  comme  au  nu  i). 
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III. 

15.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  question  suivante. 
Supposons  qu'on  ait  reconnu,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  l'existence 
d'une  relation  algébrique  entre  les  deux  fonctions  fuchsiennes  x  et  y. 
Comment  obtiendra-t-on  cette  relation  elle-même?  La  question  n'esl 
qu'un  cas  particulier  du  problème  général  qui  consiste  à  déterminer  les 
coefficients  d'une  relation  algébrique  f(x,  y)  =  o,  connaissant  les  deux 
surfaces  de  Riemann  X  et  Y  correspondant  à  cette  équation,  c'est-à-dire 
le  nombre  des  feuillets  de  chacune  de  ces  surfaces,  leurs  points  de  ra- 
mification et  la  manière  dont  sont  reliés  les  feuillets  les  uns  aux  autres 
autour  des  points  de  ramification. 

Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  une  relation  algébrique 
F(w,  p)  =  o  appartenant  à  la  même  classe  que  l'équation  cherchée. 
On  sait  que  x  et  y  s'exprimeront  par  des  fonctions  rationnelles  de  u  et 
de  p, 

x  =  ^(u,v),         y  =  ty(u,v)l 

lorsque  la  variable  u  décrit,  dans  son  plan,  la  surface  de  Riemann  qui 
correspond  à  la  relation  F(w,  p)  =  o,  la  variable  x  décrit  également, 
dans  son  plan,  une  certaine  surface  de  Riemann,  dont  le  nombre  des 
feuillets  et  les  points  de  ramification  ne  dépendent  que  de  la  fonction 
rationnelle  <p(«,  p).  Nous  sommes  donc  conduits  à  déterminer  la  fonc- 
tion y(u,  p),  de  façon  que  la  surface  de  Riemann  décrite  para;  dans  son 
plan  coïncide  avec  X,  et  la  fonction  '\>(u,  p)  se  déterminera  par  des  con- 
ditions analogues.  Le  problème  se  trouve  ainsi  décomposé  en  deux  pro- 
blèmes tout  à  fait  distincts;  ce  qui  est  un  grand  avantage  dans  certains 
cas,  comme  on  le  verra  tout  à  l'heure.  Géométriquement,  on  peut  dire 
que,  au  lieu  d'appliquer  directement  l'une  sur  l'autre  les  surfaces  V  ï  , 
nous  cherchons  à  les  appliquer  séparément  sur  une  surface  de  Riemann 
auxiliaire. 

Si  Ton  ne  connaît  pas,  ce  qui  est  le  cas  général,  d'équation  de  même 
classe  que  la  relation  inconnue,  on  pourra  prendre  pour  1m  //,  p  )  le  po- 
lynôme qui,  (''gale  à  zéro,  représente  la  courbe  normale  de  genre  />: 
niais  il  faudra  laisser  les  modules  indéterminés. 


2(^2  COURSAT. 

l(>.  Cette  méthode  s'applique  sans  peine  au  eas  où  la  relation 
cherchée  est  du  genre  zéro.  On  sait,  en  effet,  que  x  et  y  pourronl 
s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'une  variable  auxiliaire  /,  de 
façon  qu'à  un  système  de  valeurs  de  x  et  de  y  ne  corresponde  qu'une 

valeur  de  / 

cela  revient  à  prendre  pour  surface  auxiliaire  le  plan  des  t lui-même. 
La  fonction  o(t)  ne  dépend  que  de  la  surface  X.  Si  cette  surface  se 
compose  de  n  feuillets,  o(t)  sera  de  degré  n;  si,  au  point  x  =  a,  on  a 
m  feuillets  réunis  en  cycle,  l'équation  <p(/)  =  a  devra  admettre  une 
racine  multiple  d'ordre  m.  Le  nombre  des  paramètres  arbitraires  donl 
dépend  op(£)  dépasse  le  nombre  des  équations  de  condition  de  trois 
unités.  |  Voir  Sur  les  transformations  rationnelles,  etc.  {Annales  de 
l'École  Normale,  3e  série,  t.  II;  i885).]  On  achèvera  de  déterminer 
o(t)  eu  choisissant  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  trois  valeurs 
données  de  x.  On  voit  donc  que  ces  coefficients  se  déterminent  par  des 
calculs  algébriques. 

I  )ans  le  cas  qui  nous  occupe,  X.  n'est  ramifiée  qu'aux  points  o,  i,  oc, 
el  le  calcul  se  simplifie.  I  désignons  par  i  le  nombre  des  cycles  de  feuillets 
autour  du  point  x  =  o,  et  soient  mt,  /n.,  ...,  />?,  les  nombres  des 
feuillets  de  ces  cycles;  soit  de  même  y  le  nombre  des  cycles  qui  ont  leur 
sommet  au  point  x  =  i  et  qui  se  composent  respectivement  de  //,, 
//.2,  . . .,  n j  feuillets.  Enfin,  soient  k  le  nombre  des  cycles  qui  ont   leur 

son 'I  au  point  x  =  oc,  et  pi,  Pu  ■  •  -,  Pk  i^S  nombres  dm  feuillets  de 

ces  cycles  respectifs.  On  a  les  relations 

n  =  mK  -+-  m2 -f- . . .■■+-  /»,  =  n{ -f-  n2 -h. . .4-  rij  =pt-hpi-+-...-\- p,,. 
(ii)  i+j+k=n+  2, 

donl  la  dernière  n'est  antre  que  la  formule  de  Riemann  donnant  le 
genre  d'une  surface  fermée.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut, 
on  doit  avoir 

(t-al)»'t...{t-at)'"i  _  R  (t-bx)«t...(t-bj)"l 

JV  (,_Cl)/V..(*-cA.)"'  (t-Ci)n...{t-ck)Pt 
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et,  par  suite, 

(22) 

;      I       =B(«-ft4)-.....(ir^)-,-. 

Les  paramètres  indéterminés  qui  figurent  dans  l'identité  précédente 
sont  au  nombre  de  n  -+-  4,  tandis  qu'on  n'a  que  n  -h  i  équations  de  con- 
ditions; ce  qui  est  bien  conforme  au  résultat  général. 

1 7.  Si  la  relation  inconnue  est  du  genre  un,  les  variables  a?, y  pour- 
ront s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  doublement  périodiques 
d'un  paramètre  u, 

*  =  <?,(«),         y  =  +.(")> 

de  telle  sorte  qu'à  un  point  analytique  (x,y)  ne  corresponde  qu'une 
valeur  de  «,  abstraction  faite  des  multiples  de  périodes,  [ci  encore  la 
fonction  doublement  périodique  ç((w)  ne  dépend  que  de  la  surface  de 
Riemann  X.  Elle  sera  d'ordre  n  si  X  se  compose  de  n  feuillets;  si,  au 
point  x  =  «,  on  a  un  point  de  ramification  d'ordre  m  —  i,  l'équation 
®t(u)  =  a  devra  admettre  une  racine  multiple  d'ordre  m.  Bornons-nous, 
pour  fixer  les  idées,  au  cas  où  X  n'est  ramifiée  qu'aux  trois  points  o,  i . 
:c;  les  lettres  m,  n,  p  ayant  la  même  signification  que  tout  à  l'heure, 
l'équation  (21)  sera  remplacée  par  la  suivante 

(•->'))  i-t-j-i-k  =  n. 

<  )n  devra  avoir  à  la  fois 

■'■    —  A  — - — : —, c  ' 

aPt(u  —  «»',).  .  ,aPk(u  —  Wic) 

,  u  d».(« -c,)... <t«,-(m- «y) 

j/'i(?/  —  H',).  .  ,aPk(u  —  te/,  ) 

et,  par  suite,  on  aura  l'identité  suivante,  analogue  à  l'identité  (  22  ), 


04) 


=3  Bo"i(tt  -  i',  )...<J*j(«  —  Py), 
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avec  les  relations 

S  =  m,  u,  -H. .  .-H  ntiUi—  nt  p,  +. ..+  njpj  =  p{  wt  -4- . . .  -+-  phwk. 

Par  un  changement  de  u  en  u  -+-  a,  on  peut  ramener  à  zéro  la  somme  S  ; 
c'est  ce  que  nous  supposerons  désormais.  Divisons  les  deux  membres 
de  l'identité  (24)  par  cr"(«);  il  vient 

.   (7"'. (  u  —  «,.). . .  cr"*.(  «  —  «,■)         jp. (  «  —  (^ ) .  . .  gPt ( f<  —  (vA) 

2>/)        j  _Rg».(M  -(»,)..  .g",-(«-Cy-) 

'  _  a"  (  «  ) 

Posons 

F(u)  =  A  ""'■<"  -"■)•••«-(—«/)■ 

F(a)  est  une  fonction  doublement  périodique  d1ordre  n,  n'admettant 
pas  d'autre  pôle  que  le  point  u  =  o  et  les  points  homologues.  On  peut 
donc  l'exprimer  linéairement  en  fonction  de  pu  et  de  ses  dérivées  jus- 
qu'à celle  d'ordre  11  —  2,  sous  la  forme 

F(w)  =  c0  -h  c, p u  -+■  c2p'u  -+■ . . .  -h  c„_,  ,p("-2,0) 

(woz/-  Halphen,  Traité  des  fondions  elliptiques,  t.  I,  p.  214)-  On  dé- 
terminera les  coefficients  eL  ou  plutôt  les  rapports  de  ces  coefficients  à 
l'un  d'eux,  en  écrivant  que  l'équation  F(u)  =  o  admet  la  racine  u,  au 
degré  de  multiplicité  mt1  etc.  On  a  ainsi  n  équations  qui  déterminent 

les  rapports  —  en  fonction  rationnelle  de  put,  pu2,  . . .,  pu(  et  des  dé- 

rivées p'u„  p'u2,  ...,  p' uh 
Posons  encore 

,-,     .      .  gP.(f/  —  U-,)...g^(f<  —  »'*) 

r ,  (  M  )  =  — ■ — — r ) 

les  fonctions  doublement  périodiques  F,  et  Fa  s'expriment  de  la  même 
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façon  que  F(«),  et  l'identité  (2.5)  devient 

F(u)-Fi(u)-F.2(u)  =  o. 

Pour  que  cette  relation  ait  lieu  identiquement,  il  faut  et  il  suffit  que, 
dans  le  domaine  du  point  u  =  o,  les  coefficients  des  puissances  néga- 
tives de  u,  dans  le  développement  du  premier  membre,  soient  nuls, 
ainsi  que  le  terme  constant.  On  a  ainsi  n  -+-  i  équations  de  condition  et 
l'on  vérifie  aisément,  en  tenant  compte  de  l'équation  (23),  que  Ton  a  le 
même  nombre  de  paramètres  arbitraires.  On  voit  qu'on  est  encore  ra- 
mené à  des  calculs  algébriques. 

Les  fonctions  doublement  périodiques  F(«),  F,(#),  F2(k)  étant 
déterminées  de  cette  façon,  la  fonction  doublemenl  périodique 

•^    '       F,(a) 

satisfait  à  toutes  les  conditions  du  problème.  11  est  facile  de  démontrer 
directement  que  l'équation  <p4(w)  =  a  n'a  que  des  racines  simples,  tant 
que  a  ne  prend  aucune  des  valeurs  o,  i,  oo.  En  effet,  toute  racine  mul- 
tiple de  l'équation  cp,  (u)  =  a  est  racine  de  l'équation  o\(u)  =  o.  Or 
la  dérivée  <p',  (M)  est  d'ordre  n  -+-  k,  et  nous  connaissons  déjà  un  certain 
nombre  de  racines.  Le  nombre  total  des  racines  connues  est  égal,  en 
tenant  compte  du  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles,  à 

m,  —  i  ■+■  m2  —  i  + . . .  -h  ni;  —  i  +  w,  —  i  -h . . .  -+-  rij  —  i . 

c'est-à-dire  à  'in  —  i  —  j  et,  d'après  la  relation  (  23),  «à  n  -+■  A".  L  équa- 
tion f\  (  u)  —  o  n'admet  donc  pas  d'autre  racine 

Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  de  />  =  o  el  de  />  =  i .  on  étail 
ramené  à  des  calculs  algébriques.  Il  esl  facile  de  trouver  a  priori  le 
degré  de  l'équation  finale,  débarrassée  des  facteurs  étrangers.  En  effet, 
d'après  la  manière  môme  dont  on  obtient  cette  équation,  on  doit  trouver 
la  même  équation  pour  toutes  les  surfaces  de  Riemann  composées  du 
même  nombre  de  feuillets,  ayant  les  mêmes  points  de  ramification  el  le 
même  nombre  de  feuillets  dans  les  différents  cycles.  La  recherche  du 
nombre  des  surfaces  satisfaisant  à  ce-»  conditions  esl  encore  un  problème 
de  combinaisons,  que  l'on  peut  toujours  résoudre  par  un  nombre  fini 

Journ.  de  Math.  (  V  série  .  t< [II.        Fasc.  III,  1387.  *9 
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d'essais.  On  voit  en  même  temps  que  Ton  sera  conduit,  en  général,  à 
une  équation  irréductible  de  degré  supérieur  au  premier.  La  remarque 
précédente  a  déjà  été  faite  par  M.  Klein  (Malhemalischc  Annalen, 
Bd.  XIV,  p.  4a4). 

18.  Gomme  application,  proposons-nous  de  trouver  les  relations 
algébriques  qui  sont  du  second  degré  par  rapport  à  x.  Si  Ton  résout 
l'équation  par  rapport  à  .r,  on  trouvera  pour  x  une  expression  de  la 
forme 

#  désignant  une  fonction  rationnelle,  et  u  une  des  trois  expressions  y, 
(1  _  y),y(i  —  y)i  puisque  la  fonction  algébrique  x  de  la variable/ ne 
peut  être  ramifiée  qu'aux  points  o,  1,  se.  Par  une  substitution  linéaire, 
on  peut  toujours  ramener  u  à  la  première  forme;  par  conséquent,  si 
Ton  pose  y  =  t2,  la  relation  cherchée  /(#,/)  =  o  est  équivalente  au 
système  des  deux  équations/  =  t2,  x  =  ?(/),  y(l)  désignant  une  nou- 
velle fonction  rationnelle  qu'il  s'agit  maintenant  de  déterminer. 
Dans  l'équation  (1),  faisons/  =  t2',  elle  prend  la  forme 

1_)>*+()t*-l-v»—  ;x2—  1)3;  h- (1  —  va)j?2  (dx\*_  A<»+B**h-C 
(26)        [X\t-h  ~  2x-{x-iY  \dt)  ~     2ti(i  —  t*)* 

et  nous  sommes  ramenés  à  la  recherche  des  intégrales  rationnelles  de 
l'équation  (26). 

Soit  ©(/)  une  intégrale  rationnelle  de  celle  équation;  si  dans  l'équa- 
tion (2)  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  <p(*),  l)ms  qu'on  mul- 
tiplie les  intégrales  par  un  fadeur  convenable,  la  nouvelle  équation 
n'aura  que  quatre  points  singuliers  qui  seront  ici  l  =0,00,  1,  —  1. 
Or  la  détermination  des  fonctions  rationnelles  jouissant  de  cette  pro- 
priété est  un  problème  déterminé  [(voir  Annales  de  i Ecole  Normale, 
loc.  cit.)\,  cl  il  n'existe  qu'un  nombre  limité  de  fonctions  rationnelles 
satisfaisant  à  ces  conditions,  en  dehors  des  cas  où  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (  1  )  s'exprime  au  moyen  de  fonctions  algébriques  ou  de 
fonctions  doublement  périodiques,  cas  que  nous  avons  écartés.  Cha- 
cune de  ces  fonctions  rationnelles  dépend  de  trois  paramètres  arbi- 
traires, dont  on  devra  pouvoir  disposerde  façon  que  Les  quatre  points 
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critiques  de  la  nouvelle  équation  soient  o,  -+-  i,  —  i,  oc.  Or  c'est  ce  qui 
n'aura  pas  lieu  en  général;  nous  avons  ainsi  une  nouvelle  confirmation 
du  résultat  obtenu  par  d'autres  considérations  à  la  fin  de  la  première 
partie.  En  effet,  les  équations  arithmétiques  dont  dépend  le  problème 
de  transformation  dont  il  vient  d'être  question  coïncident  dans  le  cas 
actuel  avec  les  équations  de  M.  Papperitz,  et  nous  voyons  ici,  sans  aucun 
doute,  que  ces  équations  ne  sont  pas  suffisantes. 

Admettons  que  l'on  ait  trouvé  une  substitution  <p(/)  telle  qu'en  po- 
sant x  =  cp(/)  dans  l'équation  (2),  la  nouvelle  équation  ait  effective- 
ment les  quatre  points  singuliers  o,  H-  1,  —  1,  oc.  Quand  on  remplacera 
x  par  <p(£)  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (2G),  le  résultat  delà 
substitution  sera  de  la  forme 

at*  -h  bl3  -+-  ct2-^  dl  -+-  e  _ 

il  faudra  encore  que  l'on  ait  b  =  o,  d  =  o.  Imaginons  que  l'on  ail  dé- 
composé la  fonction  précédente  en  fractions  simples  : 

a  t'' -+-...  e         d         a  —  b  -t-  c  —  d-\-e         a-+-b-hc-\-d-\-e 

e-{i  —  t2)  ~~  T2  "^  7  H  4(1  -+-n*  h         4 (  1  —  / )2      -  +  •  •  ■ : 

les  coefficients  de  ; et  ; -r  devrontêtreéeraux.etceluide  -  de\  ra 

(t  +  i)2      {t  —  iy  °  t 

être  nul.  Or  ces  coefficients  se  calculent  facilement.  Supposons  que 
/  =  1  soit  racine  multiple  d'ordre  m  de  l'équation  f{  /  )  =  o;  on  aura, 
dans  le  domaine  du  point  t—  1, 

x  =  A0(l  -  i)M  +  A,(/-i)ffl+,+..., 

et,  si  l'on  calcule  le  coefficient  de  — -,  dans  le  domaine  du  point  /  =  1 

(t  —  1)-  ' 

dans  le  développemenl  du  premier  membre  de  l'équation  (26),  on 
trouve  aisément,  pour  la  valeur  de  ce  coefficient, 

i(l  -  A2///-  )• 

Si  /  =  1  était  racine  d'ordre  ///  de  L'équation  z>(  1 1  -  -  1 ,  ou  de  l'équation 
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cp(j)  =  co,  ce  coefficient  sérail 

£(i  —  [t.2  m2)     ou     i(i  —  v2m2). 

On  calculera  de  même  le  coefficient  de  .  • 

{C  -{-  l) 

Pour  obtenir  le  coefficient  de  ->  supposons  que  /  =  o  soit  racine 

d'ordre  m  de  l'équation  <p(*)=  °>  de  façon  que  l'on  ait,  dans  le  do- 
maine du  point  t=o, 

x  =  A0r+A,r+,+...; 

si  m  est  plus  grand  que  i ,  le  coefficient  cherché  sera  égal  à 

mA./i         x,\ 


A0    V  m 
Si  m  =  i ,  ce  coefficient  sera 

(voir  Recherches  sur  V équation  de  Kummer,  p.  i3).  Les  condi- 
tions précédentes  sont  donc  faciles  à  vérifier.  Si  elles  sont  remplies, 
le  même  procédé  nous  donnera  A,  B,  C  et  par  suite  À',  [/.',  v'. 

Comme  exemples  de  relations  algébriques  obtenues  par  cette  voie, 
je  citerai  les  deux  suivantes  : 


;  (i  — 2<)8         '  \t  —  i/ 

(y  =  t2,  \y  =  t\ 


dont  la  première  correspond  à  làfig.  3  (?;o//'  p.  288).  Pour  la  seconde 
équation,  les  valeurs  de  X,  (j.,  v,  X',  [/.',  v'  sont  les  suivantes  : 

1  1  »  y.  1  t- 

À=7>         ut.  =  a,         v  =  7j         a'=-j         a  =  a,         v  =  -• 

Du  reste,  cette  transformation  esl  une  combinaison  des  deux  subsli- 
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tutions  rationnelles 

Remarque.  —  Nous  connaissons  déjà  un  certain  nombre  de  fonc- 
tions fuchsiennes  qui  se  ramènent,  par  des  transformations  algébri- 
ques, à  la  fonction  modulaire.  Telles  sont,  en  employant  toujours  la 
même  notation  des  fonctions  inverses,  les  fonctions 

?(o,  o,  o,  s),     9(0,  i,  {,  s),     9(0,  o,  i,  s), 
9(0,  o,  i,  s),     <p(i,  {,  o,  5),     cp(o,  I,  J,  s). 

Si  donc  l'on  prend  pour  X,  [x,  v  un  des  systèmes  de  valeurs  précé- 
dents, ainsi  que  pour  V,  jjt/,  v',  il  résulte  de  la  théorie  des  équation- 
modulaires  que  l'équation  de  Kummer  correspondante  admettra  une 
infinité  d'intégrales  algébriques. 

IV. 

19.  Je  vais,  en  terminant,  démontrer  un  théorème  général  sur  les 
équations  linéaires,  qui  conduit  à  une  conséquence  intéressante  relati- 
vement à  l'équation  de  Kummer. 

Soit 

une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  el  à 
intégrales  régulières.  Considérons  sur  la  sphère  les  n  -+-  1  points  singu- 
liers 

an     «o,      ...,     a,n     art+l  =  oo, 

et  joignons-les  par  n  coupures 

Prcnons  deux  intégrales  quelconques  distinctes  de  l'équation  |  27  |  el 
leur  rapport  z;  lorsque  x  parcourt  toute  la  sphère  sans  franchir  les 
coupures,  z  décrira  une  certaine  région  R,  analogue  au  polygone  gêné- 
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râleur  d'un  groupe  fuchsien,  mais  qui  pourra  se  recouvrir  elle-même. 
Elle  aura  in  côtés 

ata2,      a2a3,      ...,     anaa+n 

correspondant  aux  n  coupures 

Les  côtés  ajO^+|  et  (3,(3,+1  répondent  aux  deux  bords  opposés  de  la 
coupure  a,-«,+1.  Ces  côtés  sont  conjugués  et  se  déduisent  l'un  de  l'autre 
par  une  substitution  linéaire  S,-. 

Supposons  qu'à  une  valeur  de  z  ne  corresponde  qu'un  nombre  fini 
de  valeurs  de  x, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  polygones  que  Ton  déduit  de  R  par 
les  subslitulions  2,-  répétées  un  nombre  quelconque  de  fois  ne  recou- 
vrent que  n  fois  le  plan  des  z  ou  une  portion  de  ce  plan.  Soit 

1  \X0,  xn  . . . ,  xn_t  ) 

une  fonction  symétrique  de  ces  n  valeurs;  P  sera  une  fonction  uniforme 
de  z  reprenant  la  même  valeur  quand  on  fait  subir  à  z  une  quelconque 
des  substitutions  2/.  En  général,  P  sera  donc  une  fonction  kleinéenne 
de  z,  ou,  dans  certains  cas  particuliers,  une  fonction  hichsienne.  Il  est 
clair  que  toutes  ces  fonctions  symétriques  jouissent  des  propriétés  sui- 
vantes :  i°  elles  sont  uniformes  quand  z  parcourt  la  région  R;  2°  elles 
reprennent  la  même  valeur  en  deux  points  correspondants  du  périmètre 
de  R;  3°  elles  n'ont  d'autre  singularité  que  des  pôles  ou  des  points  sin- 
guliers logarithmiques.  Elles  s'expriment  donc  rationnellement  en  fonc- 
tion de/;  {voir  Schottky,  Journal  de  Crelle,  t.  83;  Poincaré,  Acta 
mathematica,  t.  IV,  p.  221). 

D'autre  part,  toutes  ces  fonctions  kleinéennes  s'exprimeront  ration- 
nellement au  moyen  de  l'une  d'elles,  et  il  est  clair  que  Ton  aura 

(28)  p  =  <p(a?), 

y(x)  désignant  une  fonction  rationnelle. 
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Cela  posé,  considérons  les  deux  fonctions 

d*v  dv       ifd2vy 
i_  d*Yt  _    i    d*Ya  __  2  dz*  dz       6  \dz?) 


on  aura 


Y,    dv*    "     Y2    dv*    ~  f(dv 

'a 


(ï) 

On  vérifie  aisément  que  le  troisième  membre  de  cette  double  inéga- 
lité est  une  fonction  kleinéenne  de  .s  et,  par  suite,  une  fonction  ration- 
nelle de  p,  que  j'appellerai  -|(p).  Il  en  résulte  que  l'équation  linéaire  du 
second  ordre 

(29)  £  =  <Ke)  Y 

admet  les  deux  intégrales  Y,  et  Y2  dont  le  rapport  est  z.  Soient/,  et  y ,. 
les  deux  intégrales  de  l'équation  (27)  dont  le  rapport  est  z\  on  aura 

~       J.        Y,  * 

La  relation  (28),  jointe  aux  précédentes,  nous  montre  qu'on  passera 
de  l'équation  (29)  à  l'équation  (27)  en  posant  v  —  9(x),  puis  en  mul- 
tipliant les  intégrales  par  une  même  fonction.  Ainsi,  Lorsqu'en  posant 

¥+  =  z  on  obtient  pour  x  une  fonction  analytique  de  2  (jui  n'admet 

qu'un  nombre  fini  de  valeurs  pour  une  même  valeur  de  ~.  l'équa- 
tion(2'])  se  déduit  par  une  substitution  rationnelle  d'une  équation 
de  même  forme  où  Vinvcrsiondu  quotient  des  intégrales  donne  nais- 
sance à  une  fonction  uniforme. 

20.  Supposons  que  l'équation  (27)  soit  une  équation  h\  pergéomé- 
trique  et  que  l'inversion  du  quotient  des  intégrales  donne  naissance  à 
une  fonction  non  uniforme,  mais  n'admettant  pour  chaque  valeur  «le  la 
variable  qu'un  nombre  fini  de  valeurs.  Appliquons  à  cette  équation  le 
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théorème  qui  vient  d'être  démontré;  l'équation  (29)  aura  forcément 
trois  points  singuliers  seulement,  puisqu'on  sait  que  le  nombre  des 
points  singuliers  d'une  équation  linéaire  ne  peut  diminuer  par  une  sub- 
stitution rationnelle,  et  la  transformation  p  =  <p(a?)  devra  provenir 
(rime  intégrale  rationnelle  de  l'équation  de  Kummer.  Il  suit  de  là  que, 
abstraction  faite  des  cas  où  l'équation  s'intègre  algébriquement,  on 
peut  énumérer  toutes  les  équations  hypergéométriques  pour  lesquelles 
l'inversion  du  quotient  des  intégrales  donne  une  fonction  de  la  nature 
cherchée.  Par  suite,  si  A,  [x,  v  sont  des  parties  aliquotes  de  l'unité  et 
s'il  n'en  est  pas  de  môme  de  A',  [*',  v';  si  de  plus  A',  u',  v'  ne  satisfont. 
pas  à  la  condition  précédente,  on  pourra  affirmer  que  l'équation  (1) 
n'admet  pas  d'intégrale  algébrique.  On  élimine  ainsi  un  grand  nombre 
de  solutions  des  équations  de  M.  Papperitz. 

21.  On  peut  déduire  aussi  du  théorème  démontré  plus  haut  les  ré- 
sultats obtenus  par  M.  Kœnigsberger  (Journal  de  Crelle,  t.  86)  rela- 
tivement à  la  réduction  aux  intégrales  elliptiques  de  certaines  inté- 
grales abéliennes.  Soit  z  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  de 

la  forme 


j (x  —  a,)a. . . .  (.r  -  any»  dx, 


ou 

a,,     a,, 


désignent  des  nombres  commensurables  positifs  ou  négatifs.  Suppo- 
sons que  cette  intégrale  n'admette  que  deux  périodes  distinctes;  on  sait 
alors  que  x,  considéré  comme  fonction  de  z,  n'admettra  qu'un  nombre 
lini  de  valeurs  pour  une  valeur  de  z.  Or  considérons  l'équation 


\({l; 


dx1         V  /  —  "1         V  —  cit  ■'■  —  a„  I  da 

qui  admet  les  deux  intégrales 

y,  =  i,        y2=  j(x  ~a,)«....(a:-  a„  )««  dx, 

dont  le  rapport  est  z.  D'après  le  théorème  général,  on  aura  une  rela- 
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lion  de  la  forme 

p  =  <p(V), 

v  désignant  une  fonction  uniforme  de  z  qui,  dans  le  cas  particulier  don! 
il  est  question,  sera  nécessairement  doublement  périodique.  De  plus, 
la  fonction  v  devra  provenir  aussi  de  l'inversion  des  intégrales  d'une 
équation  linéaire  à  coefficients  rationnels.  Mais  nous  connaissons  toutes 
les  équations  linéaires  jouissant  de  cette  propriété;  elles  se  ramènent 
aux  quatre  types  suivants  : 

dX 


d2\      (   I 

!     1                 i 

1                     1 

«V2        \i'+i         i 

—  1     '    Â2e  +  j 

d2  Y         2/1               1 

1        1         1 

\  d\ 

dv'1          3  V.  c     '     v  — 

-1)  dv  -°" 

d-Y          /2    1           1 

Il            1 

1     \  d\ 

dv-        \3  v        21 

>-i)  dv   -°' 

d*Y        /3  1         i 

dv          \1   <          21 

1    \  en 

•  —  1/  dv 

Â- v  —  1/  dv 


Egalons  à  z  le  rapport  des  intégrales  de  Tune  de  ces  équations,  par 
exemple  de  la  première;  on  obtient  la  relation 


f«t-w-*sr-fl'—*>..<—<r- 


d.r. 


qui  doit  être  identique  à  la  relation  v  =  o(x).  En  définitive,  si  l'inté- 
grale considérée  n'admet  que  deux  périodes,  elle  se  déduira  par  une 
substitution  rationnelle  de  Tune  des  quatre  intégrales 

dv    r     dv  r     dv  ■     dv 

v/(7_^)(i-a-2^'     J   ,j(l._r)|'     J  rï(l_r)f     J  J(l.^ 

Or  les  trois  dernières  intégrales  se  ramènent  par  des  substitutions 
algébriques  aux  intégrales 

/du  /'     du  1  '     du 

du3 —  1        J   sjir  —  1        ,/   \  a'       1 
/ou/vt.  c/e  .IA//A.  ( ','  Bérie),  tome  III.  -  Fasc.  [II,  188-  1° 


3()4        COURSAT.    —   INTÉGRALES  ALGÉBRIQUES  DE  INÉQUATION   DE    KUMMER. 

d'où  l'on  tire  le  résultat  obtenu  par  M.  Kœnigsberger.  Mais  nous  avons 
en  même  temps  la  forme  de  la  transformation.  De  là  on  drduit  aussi 
que  les  nombres  a,,  a2,  . .  -,  an,  réduits  à  leur  plus  simple  expression, 
ne  peuvent  avoir  pour  dénominateur  que  l'un  des  nombres  2,  3,  i,  6. 
On  peut  encore  tirer  de  là  d'autres  conséquences,  pour  lesquelles  je 
renverrai  le  lecteur  à  mon  Mémoire  Sur  les  transformations  ration- 
nelles des  équations  différentielles  linéaires  (Annales  de  l'Ecolt 
Normale,  3e  série,  t.  II,  p.  37). 


résolution  de  l'équation  dx2  -h  dy2  -+-  dz1  =  ds2 .  3o5 


S  ni'  la   résolution  de  V  équation  dx2  -f-  dy2  -t-  dz2  =  dy 
et  de  quelques  équations  analogues; 

Par  M.   Gaston   DARBOUX. 


I. 

Dans  un  court  Article  Sur  la  résolution  de  V équation 

<l.i:2  -+-  dy*  =  ds2 

et  de  quelques  équations  analogues,  inséré  en  i8~3  au  tome  W  111 
(2e  série,  p.  236)  de  ce  Journal,  j'ai  considéré  successivement  diffé- 
rentes équations  différentielles,  toutes  comprises  dans  le  type  sui- 
vant : 

(  r  )  f(dxt ,  dx., ,  . . . ,  dxn)  =  o, 

où  f  désigne  une  fonction  homogène  quelconque  à  coefficients  con- 
stants des  différentielles  dxn  —  dxn\  et  j'ai  montré  comment  on  peut 
intégrer  ces  équations,  en  supposant  que  xn  x.2,  ...,  xn  soieni 
fonctions  inconnues  d'une  même  variable  indépendante.  Je  me  pro- 
pose de  revenir  sur  les  résultats  que  j'ai  indiqués,  pour  l«'s  complète! 
et  en  déduire  quelques  conséquences  nouvelles. 

Tout  d'abord,  il  est  nécessaire  de  bien  préciser  le  problème  proposé 

On  pourrait,  évidemment,  se  donner  arbitrairement,  soil  a ■,.  < , /•„ 

en  fonction  de  /•_,,  soil  x.2,  a?3 u„  en   fonction   d'un  paramètre  / 
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L'équation  (i)  ferait  alors  connaître  dxn  en  fonction  de  x2  et  d.r.,  dans 
le  premier  cas,  en  fonction  de  /  et  de  dt  dans  le  second;  et,  par  suite, 
./-,  serait  déterminée  par  une  quadrature.  De  telles  solutions  seront 
exclues  dans  la  suite  de  cet  Article,  et  nous  nous  proposons  d'expri- 
mer en  fonction  d'un  paramètre  arbitraire  les  expressions  les  plus 
générales  de  xt1  ...,  ./;«  satisfaisant  à  l'équation  (i),  ces  expressions  ne 
contenant  aucun  signe  de  quadrature.  C'est  de  cette  manière 
qu'Euler  a  intégré  le  premier  l'équation 

d.r-  -+-  dy-  =  dsr 
(l  J.-A.  Serrct  l'équation  analogue 

d.r-  -h  dy1  -b  dz-  =  d.s-. 

|  Voir  le  tome  XIII  (ire  série,  ]).  353)  de  ce  Journal.  | 

Pour  résoudre  de  cette  manière  l'équation  0),  nous  poserons 

(2)  d.r,  =  a{d.rlt,  dx2=a2dxni  •••)  ^«-1  =  #*-i  dxn  ; 
a,,  a2,  ...,  #„_)  devront  vérifier  l'équation 

(3)  /(«<,«2>  ••■>«*-«»  i)  =  o. 

Introduisons  maintenant  les  quantités  bt  définies  par  les  relations 

I        aixn  —  xl      =/;,, 
,   .  1      a2xn  —  x3     =b2, 

(4)  |   ■•■■• ; 

si  l'on  différentie  ces  relations  en  tenant  compte  des  équations  (  2  ).  elles 
donneront 


La  question  proposée  se  trouve  ainsi  ramenée  à  la  suivante  :  Déter- 
miner les/onctions  les  plus  générales  a,,  h,  d'un  certain  paramètre 
satisfaisant  aux  équations  (  >  )  et{  5  )•  *  <es  fonctions  une  fois  connues. 


RE 


2SOLUTION    DE    l'ÉQUATION    dx2  -+-  dy2  -f-  dz2  =  ds2 .  3on 


on  aura 


JU  n    


dbt 

dcii 


puis  on  déterminera  xn  x2i  ...,  xn_K  par  les  équations  (4).  Il  est  aisé 
de  reconnaître  que  les  formules  (4)  et  (5)  conduisent  aux  équations 
(2),  et  celles-ci,  par  leur  combinaison  avec  la  relation  (3),  donnent 
l'équation  (1),  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Prenons  arbitrairement  n  —  1  fonctions  «,,  a2,  ...,  «„_,  d'un  cer- 
tain paramètre  l,  assujetties  uniquement  à  vérifier  l'équation  (3).  Il 
restera  à  exprimer,  sans  aucun  signe  d'intégration,  les  valeurs  les  plus 
générales  de  bn  b.,,  ...,  bn_{  satisfaisant  aux  relations 


dbt 

da. 


db, 
da* 


ila, 


Or  la  Géométrie  a  enseigné  depuis  longtemps  le  moyen  de  résoudre  ce 
problème,  au  moins  dans  le  cas  où  n  —  \  est  égal  à  2  ou  à   ). 
Posons 


(7) 


u  = 


bK 

h. 

K-\ 

dax 

da, 

dan-  , 

~dt 

Ut 

de 

(1-  nx 

d-  «., 

d*an-i 

dt* 

dt- 

dt* 

d'l--ai 

d'1-'1  a. 

'/"-""„-! 

dt'1-- 

de*-* 

dtn-% 

Si  Ton  développe  ce  déterminant  suivant  les  éléments  de  la  première 
ligne,  on  aura 

(8)  U  =  X,  b{  -+-  X2  b2  -h  . . .  H-  X„_,  b„_ , , 

les  fonctions  a  vérifiant,  d'après  les  propriétés  élémentaires  des  déter- 
minants, les  relations 

X,  dat  n- ...  -h       X„   ,  '/"„_,  =  o, 

X.  d-a{  H-...H-     X/(_^/V/,(_,  =0, 


(9) 


\îdn~2ai  +...-hXn  xdn-2anr.K  = 


3o8  G-     DARBOUX. 

Cet  ensemble  de  formules  se  rencontre  soit  dans  la  théorie  du  contact, 
soil  dans  celle  des  équations  difYérentiellcs  linéaires.  Par  des  différen- 
tiations  répétées,  on  en  déduit,  comme  on  sait,  une  série  d'équations 
comprises  dans  le  type  suivant  : 

(10)  d'\,  dkaK  -h  drL.1dka.1  4-. . ..+  d'\n_i  dh an_,  —  o, 

où  l'on  a 

i  4-  k  <dn  —  i ,         A •  >  i ,         i  >  o. 

Quand  i  est  égal  à  <>,  il  faut  remplacer  d0^  par  Xh. 

Écrivons  toutes  celles  de  ces  relations  pour  lesquelles  A-  est  égal  à  i . 
Nous  aurons  le  système 

\{das  -f- ...  -h  A„_,  dafl_,  =  o, 

d\{  da,  4- . . .  -h       d\„_s  dan_K  =  o, 

00  I    • 

\   d"-:i  A,  dat  4-. .  .4-  d"-''rk„_{  dan^i  =  o. 

Si  nous  remplaçons  maintenant  les  différentielles  dat,  ...  par  les  diffé- 
rentielles dbt,  ...  qui  doivent  leur  être  proportionnelles,  nous  serons 
conduits  au  système  suivant  : 

A,  dbK  +. .  .-h         \n.Kdbn-K  =  o, 
d\,  db,  -+- . . .  H-       d\,_,  dbn_K  =  o, 

(12) 

j  »  t 

'  da-3\t  dbt  4- ...  -h  rf"-:,X„_,  dbn-<  =  o, 

qui  va  nous  conduire  au  résultat  cherché. 

Si  Ton  dilïërentie  en  cftet  l'équation  (8)  en  tenant  compte  successif 
nient  des  différentes  formules  (12),  on  obtiendra  le  système  suivant  : 

U  =  6,X,  -4-...  4-  b„_t  A,,-,, 

dlJ        *    eTX,  ,       rfXrt_, 

(i3)  ^I_a  *îi     +      4-/,      £*s=l, 


résolution  de  l'équation  dix?  -h  dy2  ■+■  dz2  =  ds'2.  3op, 

et  il  suffira  évidemment  de  résoudre  ces  n  —  i  équations  par  rapport  à 
bn  b2,  ...,  bn_{  pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues  exprimées  au 
moyen  de  la  fonction  tout  à  fait  arbitraire  U  et  de  ses  n  —  i  premières 
dérivées. 

Supposons  d'abord  que  le  déterminant 


(•4) 


dt,x 
~dt 


dt»-* 


K 

di, 


dt 


dt'1-1 


soit  différent  de  zéro.  Les  formules  (i3)  fourniront  alors  des  valeurs 
bien  déterminées  de  bn  b2,  ...,  &„_,  ;  mais,  de  plus,  tous  les  mineurs 
de  A  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière  ligne  ne  pouvant  être 
nuls,  les  équations  (i  i)  et  (12)  détermineront  aussi  sans  ambiguïté  les 
rapports  mutuels  de  dan  . ..,  daH_n  ou  de  dbn  . . .,  dbn_{.  Or  les  for- 
mules (12)  peuvent  être  considérées  comme  une  simple  conséquence 
des  équations  (i3);  il  suffit,  par  exemple,  de  différentier  la  première 
équation  (i3);  en  tenant  compte  de  la  seconde,  on  retrouvera  la  pre- 
mière des  formules  (12);  et  ainsi  de  suite.  La  comparaison  des  rela- 
tions (1 1)  et  (12)  montre  alors  immédiatement  que,  quelle  que  soit  la 
fonction  U,  les  quantités  bn  ...,  bn_,  déterminées  par  les  formules  (i3) 
ont  leurs  différentielles  proportionnelles  à  celles  de  a,,  ...,«„_,.  Le 
problème  que  nous  nous  proposions  est  donc  complètement  résolu. 

Dans  le  cas  où  les  quantités  a,,  a2,  ...,  aB_n  qui  doivent  satisfaire 
seulement  à  l'équation  (3),  ont  été  choisies  de  telle  manière  que  I»'  dé- 
terminant A  soit  nul,  on  peut  raisonner  de  la  manière  suivante  : 

Soit 

aK         a2     ...        «„_, 


(.5) 


A'= 


dax 
dt 

da 
"dt 

dn-*ax 

dl"-- 


dt 


d"-2an 
dt'1-' 


3io 

Si  Ton  pose 

(.6) 

on  aura 
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Ai+~~dïr    dtk    "+~'--+    dt"-'       dtk 


AA' 


Ano  Al,,  i  A0)„_2 


A, 


L«— 2,n— 2 


En  vertu  do  la  formule  (io),  on  ;i 

A/fA=o 
toutes  les  fois  que  i  et  /i  satisfont  aux  inégalités 

z  -h  A  <  //  —  i ,         A' >  i ,         i  -  o  ; 


on  aura  donc 


(ï-7)         AA'  = 


Aou  o 

A10  o 

A20  o 


o  A ,  ,„_, 

^2,//  —  :f  *2,/i— 2 


-<*n—2,0         -^ft-2,1 

et,  par  conséquent, 

(18)  AA'=±  A00Alin^aA2,«-3---An_2l 

Si  Ton  applique  maintenant  la  formule  évidente 
dkik 


11—2,  II  — 2 


dt 


=  A1+I,*+A/, 


A-t-l 


au\  éléments  A0i„_,,  AI>H_:1.  . . .,  A„ ..3il  qui  sont  tous  nuls,  on  aura 

AJ>M_2  -+-  A0fB_,  =  o, 
A2iB_s+  A  ,,„_,=  o, 


A„_2,,+  AB_3<2=  o, 


RÉSOLUTION    DE    L'ÉQUATION    d.JC2  -f-  dy*  4-  f/z'  =  ds2 .  3  J  | 

c'est-à-dire 

Aa_2jl=—  Aa_3i2  =  ...  =  ±  Alia_2  =  q=  A0j,_,. 
Le  produit  AA'  prendra  donc  la  forme  très  simple 

09)  AA'  =  J=A00(A0,w_()"-a- 

Pour  que  A  soit  nul,  il  faudra  que  Ton  ait,  soit 
A00  =  X,a,  -h. . .  -f-  \n_,a, 


VJ  —  I  "7J  —  1 


soit 


A0>B_I=  À,    ^/tl-  + h 


Si  Ton  se  reporte  à  la  définition  des  quantités  X  par  les  formules  ('-  ) 
et  (8),  la  première  condition  donne 


a 

dax 
~dt 

dn-*a, 

dt"~- 


da„-y 
dt 


dt'1-1 


=  o. 


On  déduit  de  là,  comme  on  sait,  qu'il  existe,  entre  les  quantités  ah 
une  ou  plusieurs  relations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  con- 
stants. 

La  seconde  condition  donne  de  même 


dax 

d"-ial 
dt»-1 


da 


n- 1 
II 


d> 


dt" 


o, 


et  elle  exprime  aussi  qu'il  existe,  entre  les  a,-,  une  ou  plusieurs  relations 
linéaires  à  coefficients  constants;  mais  ces  relations  ne  sont  plus  néces 


sairemenl  homogènes. 

Journ.  de  Math,  (i    série),  tome  III.        Fasc.  m.  1887. 
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En  résumé,  on  voit  que  le  cas  d'exception  dans  Lequel  le  détermi- 

nantdes  équations  (i3)  est  nul  ne  pourra  se  présenter  (pic  s'il  existe 
entre  les  quantités  a,  une  ou  plusieurs  relations  de  la  forme 

A',  at  -+-  k2a2 ■+■ . . . -f-  A„_,  an_{  ■+■  ka  =  o, 

où  k,,  . ..,  ktt  désignent  des  constanles.  En  remplaçant  les  at  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (2),  on  aura 


kndxn  =  o 


ou,  en  intégrant, 


A-,  dxK  -+-. . 
k Kx K-\r . . .  -\-  kn jc„  =  A 


Au  moyen  de  ces  relations  on  pourra  donc  éliminer  de  l'équation 
proposée  (1)  un  certain  nombre  des  quantités  ./,;  on  scia  ainsi  amené 
à  résoudre  une  équation  de  même  forme,  contenant  moins  de  variables 
cl  pour  laquelle  le  cas  exceptionnel  ne  se  représentera  pas. 

Au  raisonnement  précédent,  qui  offre  T'avantage  de  mettre  en  évi- 
dence une  relation  intéressante  entre  les  déterminants  A,  A',  on  peut 
substituer  le  suivant,  qui  est  beaucoup  plus  simple.  Si  Ton  a 

A  =  o, 

il  y  aura,  comme  on  sait,  une  ou  plusieurs  relations  linéaires  cl  homo- 
gènes entre  les  quantités  X,-.  Soit 

h ,  X ,  -+-  // .,  A_,  + . .  ■+■  ///s._ ,  X„  - ,  =  o 

Tune  quelconque  d'entre  elles.  En  remplaçant  les  X  par  leur  valeur,  on 

aura 

h{  h.,      ...         //„_, 

da{       da%     ...        daa-{ 

d2a 


</"-2a{     d"-*an_ 

Cette  relation  conserve  la  même  forme,  les  constantes  //,  changeanl 


résolution  de  l'équation  dx2  H-  dy2  -+-  dz2  ==  ds2 .  3l  I 

seulement  de  valeur,  lorsqu'on  effeclue  sur  les  aL  une  substitution  li- 
néaire quelconque.  Choisissons  cette  substitution  de  tehY  manière  que 
ion  les  les  constantes,  sauf /a,,  se  réduisent  à  zéro;  l'équation  deviendra 


da' 


dd„ 


d"~2a'      ...     da-2a' 


=  o: 


sous  celte  forme,  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  entraîne  au 
moins  une  relation  linéaire  entre  les  quantités  a'-  et,  par  suite,  en  lie  les 
quantités  at. 

11. 

Nous  appliquerons  d'abord  la  méthode  générale  précédente  à  l'équa- 
tion d'Euler 

(20)  dx2  +  dy-  =  ds2. 

On  résoudra  algébriquement  celte  équation  en  posant 

(21)  dx  =  ds  cos  0 ,  dy  =  ds  sin  0 . 

On  f<ua  ensuite 

x  —  .scosO  =  #, 
y  —  .çsinO  ==  b, 

et  Ton  aura,  en  difîérenlianl, 

(23) 


(22) 


S  = 


ro-Oe/O    ~    SÎnôûfô 

Pour  déterminer  a  et  A,  on  prendra 

(2/i)  acosO  +  6sin0=  U, 

et  celte  équation  donnera  par  la  différentiation,  en  tenant  compte  de 
la  précédente, 

(25)  —  a  sinO  -+-  /uosO        -     • 
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Les  formules  ainsi  obtenues  déterminent  a,  b,  ,?,  x,  y  en  fonction 
de  0;  on  en  déduit  le  système 

x  sin  'J  —  y  cos  J  H — -jt    =  o, 

(i(\)  <   x  cos  0  -+-  ^  sin  0  -h  -jp-  =  o, 


u  ■  * 


^2u 


qui  est  connu  et  employé  depuis  longtemps. 
Comme  on  a 

langO  =  (-f-, 

O?) 


I  U  =  s  —  x  cos  0  —  j' sin  0 , 


on  voit  que,  pour  toute  courbe  algébrique  dont  l'arc  est  algébrique,  U 
est  nécessairement  une  fonction  algébrique  des  lignes  trigonométriques 
de  0.  Les  formules  d'Eulcr  font  donc  connaître  toutes  les  lignes  planes 
algébriques  dont  l'arc  est  une  fonction  algébrique  des  coordonnées  du 
point  de  contact. 

Chaque  courbe  algébrique  dont  l'arc  est  algébrique  a  évidemment 
toutes  ses  développantes  algébriques.  On  obtient  donc  en  bloc  toutes 
les  courbes  algébriques,  algébriquement  rectifiables,  en  considérant 
toutes  les  développées  des  courbes  algébriques.  Mais  on  peut  se  placer 
à  un  point  de  vue  tout  différent  dans  la  recherche  de  ces  courbes,  et  se 
proposer,  par  exemple,  la  détermination  de  toutes  les  courbes  planes, 
de  classe  ou  de  degré  donné,  qui  sont  algébriquement  rectifiables.  Nous 
nous  contenterons  de  signaler  aux  géomètres  cette  intéressante  ques- 
tion, dont  la  solution  serait  sans  doute  rendue  possible  par  les  belles 
propositions  que  nous  devons  à  M.  Halphen  sur  les  développées  des 
courbes  planes  algébriques. 

Considérons  maintenant  l'équation 

(28)  dx~  -+-  dy-  -+-  dz-  =  ds3 . 

qui  a  été,  comme  nous  l'avons  déjà  rappelé,  l'objet  des  études  de 
M.  J.-A.  Serret. 


RÉSOLUTION    DE    L'ÉQUATION    dx2  -+-  dy2  -+-  dz2  =  ds2 .  il") 

Nous  ferons 


dx       __  dy  dz 

ds 


(2^  S  = 


et  nous  prendrons  pour  x0,  y0,  z0  trois  fonctions  d'un  même  para- 
mètre i,  assujetties  uniquement  à  vérifier  l'équation 

(3°)  ^o-+-J'o  +  -o=r- 

Nous  poserons  ensuite,  conformément  à  la  méthode  générale 

j  x  =  xos-hX0, 
(3i)  /  =  /o.s-f-Y0, 

(   z  =  z0s-h  Z0. 

En  différentiant,  nous  aurons 

/O       \  _  d\n    «^0    d"La 

ci<2,q         ci  y  q  ci-z^ 

Pour  déterminer  sans  aucun  signe  de  quadrature  les  fonctions  \„. 
Y0,  Z0,  il  suffit  d'interpréter  géométriquement  les  relations  précé- 
dentes. Les  deux  courbes  (T0),  décrite  par  le  point  (X0,  Y0,  Z0),  el 
(y0),  décrite  par  le  point  (x0,y0,  z0),  doivent  avoir  à  chaque  instant 
leurs  tangentes,  et  par  suite  leurs  plans  oscillateurs,  parallèles.  Donc 
la  courbe  (T,,)  sera  l'arête  de rebroussement  d'une  surface  développable 
dont  les  plans  tangents  seront  parallèles  aux  plans  osculateurs  de  (  v0  ). 
D'après  cela,  si  l'on  considère  l'équation 

vfdyo  d-z0  _  dz^  d2y0 \        y  f—  ^  r"  —  ^S  d*zi\ 
\  dt     dt2    '  '    dt     dt2  )  \dt     dt2  dt     dfi  ) 

rjfd.v,,  d2rn         r/v'n  d2.rn\         .  T 

-JrL\~dJ^---dT'dW)-1  =^  =  °^ 

où  U  est  une  fonction  quelconque  do  /,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  déduites 

des  trois  équations 

(33)  $  =  o,         ^=o,         ^=o 
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seront  précisément  celles  de  X0,  Y0,  Z0.  La  méthode  géométrique  s'ac- 
corde ici  complètement  avec  notre  théorie  générale. 

I  ne  fois  les  valeurs  de  X0,  Y0,  Z0  déterminées,  les  formules  feront 
connaître  s  et  x,  y,  z  en  fonction  du  paramètre  variable  /. 

Pour  loutc  courbe  algébrique  dont  Tare  est  algébrique,  x01y91z0 
seront  évidemment  des  fonctions  algébriques  d'un  paramètre  convena- 
blement choisi.  11  en  sera  de  même  de  X0,  Y0,  Z0  en  vertu  des  for- 
mules (3i)  et,  par  conséquent,  aussi  de  U.  Il  faut  donc,  pour  obtenir 
toutes  les  courbes  gauches  algébriques  dont  Tare  est  algébrique,  prendre 
pour  U,  x0,  y0,  z0  des  fonctions  algébriques  d'unmême  paramètre,  as- 
sujetties uniquement  à  vérifier  l'équation  (3o). 

(  )n  peut  retrouver  par  une  voie  entièrement  géométrique  la  solution 
que  nous  venons  de  donner  et  établir,  sans  aucun  calcul,  les  relations 
qui  existent  entre  les  courbes  (yv),  (F,,)  et  la  courbe  cherchée  (C),  lieu 
dn  point  (x-,)/,  z).  Étant  donnée  la  courbe  sphérique  (y0)>  construisons, 
coin  me  il  a  été  indiqué,  la  courbe  (T0)  dont  les  tangentes  sont  parallèles 
à  celles  de  (y0)-  Aux  points  correspondants  des  deux  courbes,  les  plans 
osculateurs  seront  parallèles;  par  suite,  les  angles  de  contingence  cl  de 
torsion  relatifs  à  deux  arcs  infiniment  petits  correspondants  des  deux 
courbes  seront  égaux.  Or  on  sait  (pie,  pour  obtenir  une  développée 
quelconque  d'une  courbe  gauche,  il  faut  mener  en  chaque  point  de 
cette  courbe  une  normale  faisant  avec  la  normale  principale  un  angle 
égal  à 


n 


ds  désignant  la  différentielle  de  l'arc,  et  t  le  rayon  de  torsion. 

Il  suit  de  là  que,  si,  aux  deux  points  correspondants  de  (y0)  et  de 
(T0),  on  mène  deux  normales  parallèles  dont  l'une  touche  une  déve- 
loppée de  (y0),  l'autre  enveloppera  une  développée  de  (T0).  Considé- 
rons, en  particulier,  celle  des  développées  de  (y0)  qui  se  réduit  à  un 
point,  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  esl  décrite  (y0);  nous  serons 
ainsi  conduits  à  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  la  courbe  sphérique  (y0)  et  la  courbe  quelconque 
(  T  0  )  dont  les  tangentes  sont  parallèles  à  celles  de  (y0  ),  menons  par 
chaque  point  de  (  V0)  la  parallèle  au  rayon  de  la  sphère  contenant 
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(To)  °ui  passe  au  point  correspondant  de  cette  dernière  courbe.  Cette 
parallèle  enveloppera  une  développée  de  (Y0). 

Cette  développée  est  précisément  la  courbe  (C)  que  la  méthode  ana- 
lytique précédente  nous  enseigne  à  déterminer.  Réciproquement,  étant 
donnée  une  courbe  (C)  dont  Tare  s'exprime  sans  aucun  signe  de  qua- 
drature, construisons  une  de  ses  développantes  (T,,),  et,  par  le  centre 
d'une  sphère  de  rayon  i,  menons  aux  tangentes  de  (C)  des  parallèles 
qui  détermineront  sur  la  sphère  la  courbe  (y0)-  H  cst  clair  que  (C  I  se 
déduira  au  moyen  de  (y0)  et  de  (T0)  parla  construction  que  nous  ve- 
nons d'indiquer,  et,  par  suite,  cette  construction  donnera  bien  toutes 
les  courbes  dont  Tare  s'exprime  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

Il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  déterminera  les  valeurs  défini- 
tives de  x,  y,  z,  s  en  fonction  du  paramètre  t.  Les  équations  (33)  sonl 
de  la  forme 

(  x0(/0*; -*;/,) -+-...  =u' 

(  34  >       j  xo<y0  zi  -  z0yi)  + . . .  =  u#, 

Résolues  par  rapport  à  \„,  Y0,  Z0,  elles  donneront,  pour  ces  quantités, 
des  valeurs  que  Ton  peut  toujours  écrire  de  la  manière  suivante  : 

:  x0=  Xa?'0  +  a.^-f-v./-;;, 

(  35)  <    Y0  =  X/0-r  [x/0-h  vrn. 

f  z„=  a,-;,  +  \i.s\  +vs;, 

a,  [jl,  v  étant  convenablemenl  choisis.  Pour  déterminer  ces  trois  para- 
mètres, nous  porterons  les  valeurs  de  \„.  V0,  Z„  dans  les  équations 
qu'elles  doivent  vérifier,  et  nous  obtiendrons  le  résultai  suivant 

v(ia3)  =  U, 

(36)  -  K,23)=  l  'i 

X(i23)-  [Ji(i24)-v(i34  )      I    ■ 
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où  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  (ikl)  le  déterminant 


*)     /»»(*)     />»(') 


y*         y* 


./•' 


y(0    y(*)    y.D 


formé  avec  les  dérivées  d'ordres  i,  k,  l  de  x,  y,  z. 
Posons 

(37)  (i23)  =  A,        (i3/,)  =  D. 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations,  nous  aurons 

(124)  =  A', 
(i34)H-(ia5)  =  A', 

et  les  formules  (3G)  nous  donneront  alors 
(38) 


-U' 

f  f    

U 

V  =  Â' 

V'~     A 

*-?- 

U'A'        DU         d 

A2      ^"1^  :~  dt 

,        DU 

En  portant  ces  valeurs  de  X,  (jl,  v  dans  les  équations  (35),  nous  avons 


(  39  ) 


Y, 
Z, 


£(]L 

dt  \  a 

d_(\y_ 

dt  \  A 

d  /tr 

dt  {   A 


DU 

A2 


U_X  U.r 

A  A 


DU 

A- 

DU 

A2 


7o 


1  >ô   ,  u.r'ô 


,    _u^'; 

'°  A 


Il  nous  reste  à  trouver  la  valeur  de  s.  Dîfférentions  la  dernière  des 
équations  (34)  en  y  remplaçant  dX0,  dY0,  dZ0  par  leurs  valeurs 
—  .w/,r„,  —  ,sdy0,  —  sdz0.  Nous  trouverons 


'A-  -  U' 


lX(l24)  —  2V(234)—  [X(f  a5)  -  v(  l35  }. 


RÉSOLUTION    DE    INÉQUATION    dx2  ■+-  dy2  -+-  dz2  =  ds2 .  3l() 

L'équation 

(i34)  =  D, 

qui  sert  de  définition  à  D,  nous  donne  par  différcnlialion 

(i35)  +  (234)  =  D' 
ou 

(i35)  =  D'-E, 

en  posant 

(a34)  =  E. 

L'expression  de  s  prend  alors  la  forme 

ou,  plus  simplement, 

/,     r-  v  d>-  /U'\        d  /UD\        EU 

Il  suffira  maintenant  de  porter  les  valeurs  de  .?,  X0,  Y0,  Z0  dans  les 
formules  (3i)  pour  obtenir  les  expressions  définitives  de  a?, y,  3. 


1IL 

La  méthode  générale  que  nous  venons  d'appliquer  à  deux  exemples 
remarquables  peut  être  modifiée  d'une  manière  avantageuse  dans  cer- 
tains cas  particuliers.  Nous  choisirons  comme  exemple  l'équation 

(40  dx*  ■+■  dy2  4-  dz2  =  dx\  -+-  dy]  -+-  dz%, 

au  sujet  de  laquelle  nous  avons  à  modifier  et  à  compléter  les  résultats 
donnés  dans  notre  précédent  travail. 

Journ.  de  Math.  ( 'r  série),  tome  III.  —   Fasc.  [II,  >  I  ■ 
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On  peut  la  résoudre  en  prenant 

;   dx  =  a  dxt  ■+■  a' '  dyK  —  a"dzti 

|2)  }  dy=b  <•/./',  —  //  fiÇy,  —  iV/r, , 

(/-  =  cdxt  —  c'-rfy,  +  (fdz„ 

a.  h,  c,  ...  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  /  assujetties  à  vérifier 
les  équations 

\   cr  —  Z>2  -r-  c1  =  i ,  <7tf'  -h  /;//  +  ce'  =  o. 

<  i  . 

\  ius  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  le  déterminant  des 
neuf  quantités  a,  &,  c,  ...  est  égal  à  r.  S'il  en  était  autrement,  il  suf- 
firait de  changer  le  signe  de  .r,,  v,,  z{. 

Introduisons  les  arbitraires  y.  ).  7  définies  par  les  relations 

[  x  =  axK  -h  a'y,  -+-  a" z{  —  y.. 

(44)  '    v  =  6x(  -h  b'yi  +  b"zK  ■+-  3, 
\   s  =  car,  -+-  c'/,  4-  c*z,  -4  7. 

et  dilTérentions  ces  relations;  en  tenant  compte  des  précédent' 
nous  aurons 

,    0  =  x ,  da  -h  y{  da'  -h  zK  da"  —  dy.. 

(45)  \   o  =  x,  é/&  4- y,  '///  —  r,  rfô   -+■  d). 
!   0=^^+  y,  rfc'  -h  -,  ûfc*  -+-  d--. 

D'après  des  propositions  bien  connues,  on  peut  exprimer  les  différen- 
tielles 'A/,  dbt  ...  en  fonction  de  trois  arbitraires/?,  q,  r,  par  les  re- 
lations 

da  =  (br    —  cq)dt,  db  =  (cp  —  <xr)dty         dc  =  (aq—  bp)dt^ 

da'=(b'r     ■c'q)dti  

da   _=(///■       c"q)dt\  ;  


RÉSOLUTION    DE    l'ÉQUATIOH    dx'  +  cl)'-  4-  (h'2  =  (l.s2.  >o  [ 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (  \  5  ),  on  aura,  en  tenant 
compte  des  formules  (44), 

Kr- M -*(*-«)  =  S" 

Il  suffira  donc,  pour  que  l'équation  proposée  (4i)  soil  vérifiée,  que 

■'  ■  }',  z\  J>'i,  }'i,  zK  satisfassent  aux  équations  (44)  et  (f\~).  Mais  il  im- 
porte de  remarquer  que  a,  (3,  y  ne  peuvent  être  choisis  arbitrairement. 
En  effet,  si  Ton  ajoute  les  équations  précédentes  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par/?,  q,  r,  on  obtient  la  condition 

(t8>  P-dt  +  <i-di  +  rirt  =  0' 

à  laquelle  doivent  satisfaire  a,  (3,  y. 

Pour  obtenir  sans  aucun  signe  de  quadrature  les  valeurs  de  oc,  S,  y 
vérifiant  l'équation  précédente,  il  suffit  de  poser 

(49)  p<x-hq$-hry  =  U. 

En  différentiant  et  tenant  compte  de  l'équation  (  '|8  ),  on  mua 

,  ~    \  dp         r,  da  dr         d\J 

et  les  valeurs  de  a,  [3,  y  devront  vérifier  ces  deux  dernières  équations, 
OÙ  (    sera  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

En  résumé,  on  prendra  pour  a,  h,  c;  a',  />',  c;  </./>.  c  des  fonc- 
tions quelconques  de  /  assujetties  uniquement  à  vérifier  les  relations 
bien  connues  (43)  entre  les  neuf  cosinus.  On  choisira  pour  y..  B,  7 
trois  nouvelles  fonctions  satisfaisant  aux  deux  équations  1  \g  1  el  <  5o  >. 
Le-  valeurs  de  a?,  v,  z  seront  données  par  le  système  |  \-  |  el  celles  de 
./;,,   >-,,  3,    par  le  système  (44)-  Comme  les  trois  équations  |  \y)  se 
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réduisent  à  deux  et  ne  peinent  déterminer  complètement  x,  y,  z,  il 
faudra  leur  adjoindre  une  relation  quelconque 

/0>r>*)  =  ° 

qui  permettra  de  déterminer  x,  y,  z.  Ainsi  la  courbe  lieu  du  point 
(x,  y,  z)  pourra  être  tracée  sur  une  surface  quelconque. 

Une  interprétation  géométrique  très  simple  jettera  beaucoup  de 
I Minière  sur  la  solution  précédente. 

Si,  dans  l'équation  à  résoudre,  on  regarde  x,  y,  z  et  xn  yt,  zt 
connue  les  coordonnées  rectangulaires  de  deux  points,  le  problème 
proposé  s'énoncera  de  la  manière  suivante  :  Déterminer  dans  l'es- 
pace, sans  aucun  signe  de  quadrature,  deux  courbes  se  correspon- 
dant point  par  point  de  telle  manière  que  les  arcs  correspondants 
des  deux  courbes  soient  é^aux. 

Examinons  maintenant  la  solution.  Considérons  dans  les  formules 
(44)  x,y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  rapporté  à 
•  les  axes  mobiles  Ox,  Oy,  Oz  et  xnyn  zt  comme  les  coordonnées  du 
même  point  rapportées  à  des  axes  fixes  0{xn  Oty{,  Otz,.  Ces  formules 
définiront  un  déplacement  dans  lequel  la  variable  t  jouera  le  rôle  du 
temps;  et  les  quantités p,  q,  r  désigneront  à  chaque  instant  les  com- 
posantes de  la  rotation  infiniment  petite  du  système  mobile,  prises  par 
rapport  aux  axes  mobiles.  Cela  posé,  les  équations  (42)  qui  nous  ont 
servi  de  point  de  départ  expriment  qu'il  existe  une  courbe  (C)  de  la 
figure  mobile  roulant  sur  une  courbe  (C,)  du  système  fixe;  et,  par 
conséquent,  le  point  de  contact  des  deux  courbes  à  l'instant  considéré 
a  nécessairement  une  vitesse  nulle.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évi- 
demment (pie  tous  les  mouvements  infiniment  petits,  successifs,  du 
système  mobile  ne  soient  pas  des  mouvements  hélicoïdaux,  mais  se  ré- 
duisent à  de  simples  rotations.  C'est  la  condition  exprimée  par  L'équa- 
tion (48),  (111''  '  <m  Peut  obtenir  immédiatement  en  écrivant  que  la 
vitesse  de  l'origine  des  axes  mobiles  est  perpendiculaire  à  la  direction 
de  Taxe  de  rotation. 

Nous  avons  indiqué  le  moyen  de  résoudre  celte  équation  sans  aucun 
signe  de  quadrature;  et  nous  connaissons  ainsi  les  mouvements  dans 
lesquels  chaque  déplacement  infiniment  petit  équivaut  à  une  rotation. 
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On  obtient,  comme  on  sait,  tons  ces  mouvements  en  faisant  rouler  une 
surface  réglée  (K)  sur  une  autre  surface  réglée  (K,),  applicable  sur  la 
première.  L'équation  de  la  surface  (K)  résulterait  de  l'élimination 
de  /  entre  les  deux  équations  auxquelles  se  réduit  le  système  (4; ).  On 
aurait  la  surface  (K.,)  en  éliminant  t,  x,y,  z  entre  les  équations  (44) 
et  (47)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  éliminant  /  entre  les  équations 


(5i) 


q(cxt  +  c'y, 

-hc"s,)—  r(bx,  -f-  b'y{  -\-b"z{) 

r(axi  -+-  a 'y, 

H-  a"zt)  —  p(cxt-hc'y,   -hc"z{) 

p(bxt  -+-  b'y{ 

-h  b"z,) —  q(ax,-+-  a'y{  -\-a"zK) 

(l'J. 

di 

di' 
dj 

rit 


qui  se  réduisent  également  à  deux. 

Des  remarques  précédentes  on  déduit  une  première  conséquence  qui 
mérite  d'être  signalée  :  On  peut  obtenir  sans  aucun  signe  de  qua- 
drature  les  équations  les  plus  générales  de  deux  surfaces  réglées 
applicables  l'une  sur  l'autre. 

Coupons  maintenant  la  surface  réglée  (K)  par  une  surface  quel- 
conque : 

/(#,r,  *)  =  <>■ 

Nous  obtiendrons  une  certaine  courbe  (C)  qui  roulera  sur  la  courbe 
correspondante  (G,)  de  la  surface  (K,).  Les  (leur  courbes  (C)  et(C,) 
sont  précisément  celles  que  notre  solution  analytique  nous  a  <//>/>/■  is 
à  déterminer. 

Nous  rappellerons,  en  terminant,  une  solution  tonte  différente  que 
nous  avons  aussi  donnée  de  la  même  question. 

Si,  dans  l'équation  (40»  on  Posc 

/  x  —  xx  =  X, 

'•  +  '•,  =  V 
s  -+-  z,=  Zn 
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elle  apparaît  sous  la  forme 


(54) 


dX  dX,  H-  dY  dYt  +  d'L  dZK  =  o. 


Prenons  arbitrairement  pour  X,,YnZ,  des  fondions  d'un  para- 
mètre /  «M  posons 


(55) 


X  d\{  -hYdYi-hZdZi  =  Udt', 


si  Ton  dififérentie  cette  équation,  en  tenant  compte  de  la  précédente,  on 
aura 


I  56) 


Xd?Xt  -h  Y  d'Y,  +  Zd2Zt  =  d\J  dt, 


el  réciproquement  les  deux  équations  (55) et  (56)  entraînent  la  rela- 
tion (54). 

11  suffira  donc  Ht*  prendre  pour  X,  Y,  Z  des  fonctions  satisfaisant 
aux  deux  équations  (55)  et  (56);  ce  qui  permettra,  par  exemple,  de 
déterminer  Tune  (Telles  arbitrairement  ou  de  donner  a  priori  une 
relation  quelconque 

?(X,Y,Z)=o 

entre  X,  Y,  Z. 

Supposons,  pour  indiquer  une  application,  (pie  l'on  veuille  trouver 
deux  courbes  dont  les  arcs  soient  égaux,  les  points  correspondants  se 

trouvant  à  une  distance  toujours  la  même,  /.  On  fera 


(57) 


X2+ Y2  +  Z^=/^ 


et  Ton  aura  à  résoudre  les  trois  équations  (55),  (  56  )  et  (57). 
Prenons  comme  inconnue  auxiliaire  le  déterminant 
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dXy 

rfY, 

<l/.x 

dt 

dt 

dt 

rf»X, 

rf'Y, 

,17. 

dl- 

dt* 

,a. 

X 

\ 

Z 

résolution  de  l'équation  dx2  -\-  dy2  -+-  dz2  =  ds2.  32  "> 

Si  on  Télève  au  carre  et  si  Ton  pose,  pour  abréger, 


É&;=dx;+rfY;-i-dz;, 

on  trouvera 


A2  = 


d2X 
dï- 


dt 


ds{\-        dsl    d2sx 
dt    ~cÎC- 

IP 


d-X 

~d~F 


\ 


d-  7  \  i 


dsi    d'2sx 
dt     ~ctt* 

u 


dV 


A  sera  donc  connu  et,  pour  déterminer  X,  Y,  Z,  il  suffira  de  joindre 
l'équation  du  premier  degré  (58)  aux  deux  équations  (55)  cl  (  56  ). 

On  pourrait  encore  joindre  à  ces  deux  équations,  qui  donnent  la 
solution  de  la  question  proposée,  une  relation  quelconque  entre  X,  Y, 
Z;  X,,  Y,,  Z,.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  demande  de  déter- 
miner les  deux  courbes  (G),  (G,)  de  telle  manière  que  deux  points 
correspondants  quelconques  des  deux  courbes  soient  toujours  à  la  même 
distance  de  l'origine.  On  aura 


ou 


x*+y2+z*  =  xt-hyî-hz-{ 
XX.  -h  YY,  -h  ZZ,  =  o. 


Gcttc  relation,   jointe  aux  équations  (55)  et   I  56),  fera  connaître 
X,  Y,  Z  sans  aucune  difficulté. 
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Sur  le  théorème  d  Abel  et  quelques-unes  de  ses  applications 

géométriques  ; 

Par  M.  G.  HUMBERT. 


1.  Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  une  formule  qui  per- 
met, étant  données  une  courbe  algébrique /=  o,  de  degré  n,  cl  une 
intégrale  abélienne  quelconque  appartenant  à  celle  courbe,  de  calculer 
apî-ioriXa.  somme  des  variations  de  l'intégrale  sur  les  lignes  décrites 
par  les  points  d'intersection  de  la  courbe  proposée  cl  d'une  courbe 
algébrique  variable,  appartenant  à  un  faisceau.  Si  l'on  désigne  par 
F—  wcp=  o  l'équation  des  courbes  de  ce  faisceau,  la  somme  cherchée 
sera  une  fonction  du  paramètre  u,  et  l'étude  de  ses  variations,  quand 
on  fait  varier  le  paramètre,  donne  lieu  à  des  conséquences  analytiques 
intéressantes,  se  traduisant  géométriquemenl  d'une  manière  souvent 
très  simple. 

L'emploi  des  fonctions  fuchsiennes,  introduites  dans  la  Science  par 
M.  Poincaré,  nous  a  permis  d'arriver  simplemenl  au  résultai  cher- 
ché (O- 


(')  Nous  devons,  à  celte  occasion,  rectifier  une  erreur  que  nous  avons  com 
mise  clans  un  Mémoire,  publié  dans  ce  Journal,  sur  Y  application  de  la  théorU 
des  fonctions  fuchsiennes  à  l'étude  des  courbes  algébriques.  Nous  avons  .iiiii- 
bué  à  Clebsch  (  n°  18)  la  théorie  des  groupes  de  points  sur  une  com  lie  :  <-'«'-.i  à 
MM.  Brill  et  Nôiher  que  revient  l'honneur  d'avoir  établi  el  développé  d'une  ma 
nière  si  remarquable  cette  importante  théorie. 

Journ.  de  Math.  (  \'  série),  tome  III.  —  Fasc.  III,  tt  j   i 
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La  première  Partie  du  présent  travail  est  consacrée  à  la  démonstra- 
t  ion  et  à  l'étude  des  conséquences  analytiques  de  la  formule  fondamen- 
tale;  on  examine  spécialement  le  cas  où  l'intégrale  abélienne  se  réduit 
à  une  fonction  rationnelle,  et  Ton  en  déduit  le  moyen  de  trouver  l;i 
somme  ou  le  produit  des  valeurs  cpie  prend  une  fonction  rationnelle 
•  les  coordonnées  aux  points  communs  à  deux  courbes  algébriques,  el  de 
discuter  celle  somme  ou  ce  produit  quand  une  des  courbes  varie,  sans 
cesser  d'appartenir  à  un  même  faisceau. 

La  seconde  Partie  comprend  les  applications  géométriques  les  plus 
simples  de  celle  théorie  :  en  considérant,  soit  une  intégrale  abélienne 
ayani  une  signification  géométrique  déterminée,  soit  une  fonction  ra- 
tionnelle simple  des  coordonnées  des  points  d'une  courbe,  on  peul 
énoncer  immédiatement  des  théorèmes  géométriques,  relatifs  à  la 
somme  des  valeurs  que  prennent  cette  intégrale  et  cette  fonction  aux 
points  communs  à  la  courbe  proposée,  et  à  chacune  des  courbes  d'un 
faisceau.  On  a  développé  spécialement  des  applications  relatives  aux 
aires,  aux  directions  et  aux  longueurs. 

La  troisième  Partie  a  pour  but  de  faire  les  mêmes  applications  aux 
arcs  de  courbe  qui  s'expriment  par  une  intégrale  abélienne  apparte- 
nant à  la  courbe  :  les  courbes  qui  jouissent  de  celle  propriété  sont 
celles  que  Laguerre  a  nommées  courbes  de  direction. 

Comme  conséquence  de  cette  théorie,  on  détermine  les  courbes  cu- 
rieuses dont  Tare  s'exprime  par  une  intégrale  abélienne  de  première 
espèce;  elles  jouissent  de  celle  propriété  que  la  somme  des  arcs  inter- 
ceptés sur  elles  par  deux  courbes  quelconques  de  même  degré  esl  tou- 
jours nulle. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


ENONCE    DU    PROBLEME. 

2.  Soii  /(£,  Y))=o  l'équation  d'une  courbe  algébrique  plane  de 
genre  />  el  de  degré  n  ;  considérons  une  intégrale  abélienne  quelconque 
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appartenant  à  cette  courbe 

où  Q  et  R  désignent  respectivement  des  polynômes  de  degrés  q  et  / . 
Coupons  la  courbe /=  o  par  deux  courbes  de  degré  m 

F(^  *))-  w0<p(?,  y))=  o,        F(S,  y))-  a?(*,  "0=0, 

«0  et  w  désignant  deux  constantes;  et  soient 


Co 

S° 

CO 

c 

r 

£ 

Én 

■*|5 

'2' 

'  '  '          ~m/i  5 

1,2  j 

•  •  ?          -:////; 

les  abscisses  qui  correspondent  respectivement  aux  points  d'intersec- 
tion de  ces  courbes  avec  la  courbe  primitive. 
On  sait  que  l'expression 


I  =  mn  y 


Q(ç,  -O  ,K 


est  la  somme  d'une  fonction  rationnelle  et  d'une  fonction  loga- 
rithmique des  coefficients  des  fonctions  /',  F,  o  et  des  paramètres 
u0  et  w.  Pour  calculer  la  valeur  de  celle  expression,  on  peut,  par 
exemple,  décomposer  l'intégrale  I  en  éléments  simples,  c'estr-à-dire  : 

i"   En  intégrales  de  fonctions  rationnelles  de  :: 

2°  En  intégrales  abéliennes  de  première  espèce; 

3°  En  intégrales  normales  de  second''  e1  «le  troisième  espèce, 

et  calculer,  en  partant  des  théorèmes  connus,  les  parties  de  la  somme 
cherchée  qui  correspondent  à  chacun  de  ces  éléments. 

Cette  méthode  paraît  être  un  peu  compliquée  au  point  de  vue  (\r> 
applications;  nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  d'établir  nue  for- 
mule simple,  qui  permettra  d'évaluer  directement  la  somme  cher 
chéc;  nous  nous  appuierons,  dans  ce  but,  sur  la  théorie  îles  fonctions 
fuchsiennes,  qui  nous  a  déjà  permis,  dans  un  travail  antérieur  ('), 
d'établir  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce. 

(*)  Application  de  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  à  l'étude  des  courbes 
algébriques  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  iSSl' 
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Rappelons  d'abord  quelques  considérations,  développées  dans  ce 
travail,  et  qui  se  déduisent  sans  difficulté  des  belles  recherches  de 
M.  Poincaré. 

INTRODUCTION    DES    FONCTIONS    FUCHSIENNES. 

3.  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algébrique  plane,  avant 
pour  équation  en  coordonnées  ordinaires  /(H,  Y))=  o,  ou,  en  coor- 
données homogènes  ('),  f(x,y,  z)  =  o,  peuvent  toujours  se  mettre 
sous  la  forme 

(i)  *  =  0,(O,         J  =  02(/),         r  =  0s(/): 

0,,  02,  03  étant  des  fonctions  lliélafuchsiennes  holomorphes  d'une  va- 
riable /,  et  de  degré  (/.;  c'est-à-dire  telles  qu'on  ait,  en  désignant  par 

|/5  g L  +  n  Une  quelconque  des  substitutions  du  groupe  fuchsien  G  qui 
correspond  à  ces  fonctions 


»,(=£{)  ==««(0<ï«+«>*. 


en  supposant  aS  —  (3y  égal  à  l'unité. 

Le  polygone  fuchsien  R0,  qui  correspond  au  groupe  G,  appartient  «à 
la  première  famille  de  M.  Poincaré;  il  a  (\p  côtés  (2);  les  côtés  opposa 
sont  conjugués  deux  à  deux,  c'est-à-dire  transformés  l'un  dans  l'autre 
par  une  des  substitutions  de  G,  et  la  somme  des  angles  est  égale  à  -i~. 

La  courbe  représentée  par  les  équations  (î)  est  de  genre  />;  son 
degré  //  est  égal  à  '±\>-(p  —  i)  —  A',  k  désignant  le  nombre  des  zéros 
communs  aux  trois  fonctions  0,,  0L,,0:1,  dans  l'intérieur  du  poly- 
gone U0- 


(')  Dans  tout  ce  qui  suit,  ;  et  t)  désigneront  des  coordonnées  cartésiennes;  a  . 
r,  s  des  coordonnées  homogènes  :  on  passera  d'un  système  a   l'autre  en  posant 


y       x  y 

ç  =.  -  >  ri 


(-)  Si  la  courbe/  <>  était  unicursale,  on  aurait  recours  à  des  polygones 
fuchsiens  de  la  première  famille,  de  genre»  zéro,  et  d'un  nombre  pair  de  côtés; 
1rs  démonstrations  seraient  les  mêmes  que  dans  le  cas  général. 
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Rappelons  enfin  une  propriété  du  polygone  R 0  qui  nous  sera  utile 
plus  loin.  Soient  ab  et  atbt  deux  côtés  opposés  de  ce  polygone,  tels 
que  les  points  aK  et  bK  soient  respectivement  les  transformés  des  points 
a  et  b  par  la  substitution  de  G  qui  transforme  ab  en  aKbK  :  si  Ton 
décrit  le  périmètre  de  R0  en  partant  de  «,  dans  le  sens  ab,  le  côté  op- 
posé sera  parcouru  dans  le  sens  bKaK. 


DEMONSTRATION    DE    LA     FORMULE     FONDAMENTALE. 

4.  Cela  posé,  rendons  l'intégrale  I  homogène  en  y  remplaçant  ;  et  r\ 
par  %•>  7»  et  substituons  à  x,  y,  z  les  valeurs  0,('/),  0.,i/i,  0,(/t.  en 
fonction  thêtafuchsienne  de  l.  11  vienl 

rQ(x,y)Z)  x'z—xz'j 

x',y',  z'  désignant  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  /. 
Posons,  pour  abréger 


Q(ar,  y,  z)  x'z—^ 
On  a 


Mr.y,z)  ^U)- 


\=     fc(t)dt. 

Je  dis  que  la  fonction  'Ç(t)  est   \uu>    fonction    thêtafuchsienne   de 
degré  un.  On  peut  écrire  en  effet 

r/t\—     Q(J^>3)     ±  I  £ÎÛ" 

H*;—  R(x,y,s)z*-r  dt  \  z(t) 

Or      Q     ost  une  fonction  fuchsienne  de  /.  de  groupe  (i.  puisque  le 

numérateur  et  le  dénominateur  sonl  des  polj  nômes  de  même  degré  y. 
en  a?,  y,  z,  et  que  a?,  y,  z  sont  des  fonctions  thêtamehsiennes  de  groupe  G 

et  de  même  degré  \l.  La  fonction  '  |  l)  est  pour  la  même  raison  une 
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fonction  fuchsienne,  et  l'on  a 
d'où,  en  dérivant, 


a?'-  —  a?_ 


\v*-+-8/ 


Par  suite,  on  a  bien 

Ponr  évaluer  la  somme  des  intégrales  I  entre  les  points  d'intersec- 
tion de/  =  oavecles  courbes  F  -  «.  <p  =  o,  F  -  «  <p  =  o,  considérons 

l'intéSrale  T        /■?(*)* 

J  =    /    F ' 

F  et  o  étant  les  polynômes  F(*,y,  s),  *<*,*?)»  fr'*f*  m'  0Ù 
ron  Jremplacé  *,y,  *  par  leurs  valeurs  en  fonction  thêtafnchsienne 


de*. 


Je  dis  que  La  valeur  de  cette  intégrale,  le  long  du  polygone  R0,  esl 

^Soient,  en  effet  :  /un  point  quelconque  d'un  côté  «6,  de  U0;  /,  [ 
poin1  correspondant  sur  le  côté  opposé  «,&„  transforme  de  «6  par  la 

.      .       A   «*  +  P\ 
substitution  U,  -f +  $y' 

Les  éléments  de  L'intégrale  J  qui  correspondent  à  ces  deux  points 

SOnt,  puisque  les  côtés  ab  et  aKbK  sont  parcourus  en  sens  contraire, 

comme  on  L'a  la'u  remarquer  plus  haut, 

i(t)dt  e1  WtWi  , 


<  )r  on  a 


1  Y /  H-  o 
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F 


u  un  autre  cote,  -(t)  est  une  fonction  fuchsienne  de  t,  de  groupe  (  i . 
puisque  F(x,  y,  z)  et  <p(a?,  y,  z)  sont  des  fonctions  thêtafuchsiennes 
de  même  degré;  il  en  résulte  qu'on  a,  d'après  ce  qui  précède  : 


K(tt)dtt  l{t)dt 


F  ~~  F 


et  Ton  voit  que  les  éléments  de  l'intégrale  J  se  détruisent  deux  à  deux. 
On  a  donc  bien,  le  long  de  R0, 


Il  résulte  de  là  que  la  somme  des  résidus  de  la  loin  lion  unifornu 
de  / 

C(0  Q(x'z  —  xz')  Q  i        d  (x\ 


i-)u\—       ^l'       —     V^ z~ xz  >      —      V  l        "      x\ 

-(t)  —  u         Rzt-'^l a)  - // 


dans  l'intérieur  de  H0,  est  nulle. 

C'est  eu  évaluant  cette  somme  et  en  l'égalant  à  zéro,  que  nous  arri- 
verons à  la  formule  que  nous  avons  en  vue. 

5.  Déterminons  d'abord  les  infinis  de  &(t).  Si  Ton  observe  que  cette 
fonction,  mise  sous  la  troisième  forme  ci-dessus,  esl  homogène  el  de 
degré  zéro  en  a;,  y,  z,  et  par  suite  ne  devient  pas  infinie  pour  la  valeur 
de  l'un  des  k  zéros  communs  aux  trois  fonctions  thêtafuchsiennes  ho- 
lomorpbes  ./;(/),  y(l),  z(t),  on  voit  que  les  infinis  de  0|  t  )  sonl  : 

i°  Les  arguments  des  m  points  communs  aux  courbes  /'=  o,  Il  =  <», 
à  moins  que  l'un  ou  plusieurs  d'entre  eux  n'annulent  aussi  le  numéra- 
teur de  0(/),  mis  sous  la  seconde  forme; 

2°  Les  arguments  des  points  à  l'infini  sur/=  o  :  ces  arguments  sonl 
des  infinis  d'ordre  q  —  /•+'>;  si  j-r  +  2  esl  égal  ou  inférieur  à 
zéro,  ils  ne  sont  plus  des  infinis; 

3°  Les  arguments  des  points  communs  à  la  courbe/"  =o  el  à  la 
courbe  F  —  //cp  =  o. 

Les  résidus  qui  correspondent  aux  infinis  de  celle  dernière  catégorie 
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prennent  une  forme  remarquable.  Soit  a  l'argument  de  l'un  des  points 
considérés;  on  a,  pour  le  résidu,  en  supposant  que  a   soit  un  zéro 

simple  de   —  u, 

'FV  ' 
<p/« 

F  /  . 

Or,  si  dans  la  relation  -  (a)  —  u  =  o,  on  considère  a  comme  fonction 

de  u,  on  a,  en  difîérentiant, 

FY        du_ 
dz> 
d'où 

£,(%)  dz         dla 


r„  = 


du  du 


en  désignant  par  d\a  la  variation  de  l'intégrale  I  quand  on  passe  du 
point  d'argument  a,  de  la  courbe  y  =  o,  situé  sur  la  courbe  F  —  u^  =  o, 
au  point  d'argument  a  -h  <fa,  situé  sur  la  courbe  F  —  ( u  -h  du)y  =  o. 


FORMULE    FONDAMENTALE. 


(>.   Si  donc  on  désigne  par  TVp  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 


lion 


Q(a?,.v,  z 


(2)  0(0=  ï)     'Jt     '- 


-q  —  r+2 


F(-^^a) 
_<p(>,/,  z) 


"] 


par  rapport  aux  zéros  de  R[a7(^),y(/),  s(^)];  par  y  i\  la  somme  des 
résidus  de  la  même  fonction  par  rapport  aux  zéros  de  r'/-7'4*2  =  o,  on 


aura 

d\ 


(3)  2S  — 2^+^ 

d'où,  en  intégrant  par  rapport  à  //,  entre  les  limites  //,,  <i  m, 
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(  Vesï  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir  :  on  voit  qu'on  est  ramené 
à  calculer  les  résidus  de  la  fonction  Q(l),  ce  qui  ne  présente  aucune 
difficulté. 


FORMES    DIVERSES    DE    LA    FORMULE    FONDAMENTALE. 

7.   On  peut  d'ailleurs  mettre  cette  formule  sous  une  forme  un  peu 
plus  simple.  On  a  en  effet,  en  coordonnées  homogènes, 

Q  (  x,  y >  z  )  z  dx  —  x  dz 


J  R(*,r> 


ou 

i=fWM(zdx-*dz)< 

Q  et  S  étant  des  polynômes  homogènes  enx,  y,  z  dont  les  degrés  sont 
respectivement  q  et  q  -+-  i.  La  formule  (3  bis)  devient  alors 

en  désignant  par  ^Vp  la  somme  des  résidus,  par  rapport  aux  zéros  de 

S(x,y,  z)  de  la  fonction 


(5)  6(0  = 


Q(x,  y,  z)       x' z  —  z' x 


S(x,y,z)  F 

-(x,y,z)-„ 


Plus  simplement  encore,  dans  le  cas  où  l'intégrale  I  reste  finie  pour 
les  points  situés  à  l'infini  sur  la  courbc/(<j,  yj)  =  o,  on  a 

en  désignant  par  2/'p  la  somme  des  résidus,  par  rapport  au\  zéros  de 
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S(£, 

l), 

de 

la  fonction 

d\ 

(7) 

6(0  = 

Q(6,i) 

~  SfÉ.  r,ï  F  ... 

dt 

8.  Remarque.  —  Il  est  évident  a  priori  que  les  expressions 
V  (,-g_f_/-  )  ou  TVp,  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3),  (4)  et  (G),  doivent  être  indépendantes  des  paramètres  qui 
caractérisent  le  groupe  fuchsicn  G,  et  ne  dépendre  que  d'éléments  géo- 
métriques appartenant  à  la  courbe /  =  o. 

On  peut  d'ailleurs  s'en  rendre  compte  comme  il  suit  : 

Soit  /•[}  le  résidu  de  la  fonction   &(l),  mise  par  exemple   sous  la 

forme  (7),  par  rapport  à  un  zéro,  (3,  de  S(<;,  Y]),  correspondant  à  un 

point  £«,  yjp  de  la  courbe/=  o. 

La  valeur  de  i~ir$  est  égale  à  l'intégrale   /  Q(l)dt  le  long  d'un 

petit  cercle  enveloppant  le  point  (3  et,  par  suite,  si  l'on  passe  du  plan 
de  la  variable  /  au  plan  de  la  variable  £,  cette  valeur  est  celle  de  Pinte- 

CD 

le  long  d'un  petit  contour  enveloppant  le  point  Ep  :  elle  peut  donc  se 
calculer,  indépendamment  de  la  variable  t,  au  moyen  des  valeurs  de 
!j,  y]  et  des  dérivées  de  y]  par  rapport  à  £,  au  point  £p. 

CAS    PARTICULIER    DE    LA    FORMULE    FONDAMENTALE. 

9.  Le  cas  où  les  infinis  de  la  fonction  Q(t),  correspondant  aux  zéros 
de  S,  sont  tous  simples,  peuvent  se  traiter  immédiatement. 

Supposons,  en  effet,  S  étant  toujours  de  degré  q  ■+■  2,  que  la  courbe 
S  =  o  ne  touche  en  aucun  point  la  courbe  /=  o.  On  aura,  pour  le 
résidu  relatif  à  un  infini  (3, 


l'u      - 


LaKÎ~")J»' 


d'où 
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or, 

dS  _  d&  d\        dS  dr, 
dt  ~  d\  7/7  +  di)  de' 

_Af_d\        df  dt, 

dz,  dt         dr,    di  ' 

L(s^-s^o(f-«)Jp' 

et,  par  suite,  appelant  X,,  Y4  ;  X2,  Y2,  ...  les  coordonnées  des  points 
communs  aux  courbes  S  =  o,  f=  o, 

t  =  III  II  y 

(H)     Y    rC'"Q(S,r,)   ,g  _  V      Q(X,Y)  F(X,Y)-i/?(X,Y) 

;     **JV    S(^r,)^-^Sk/v-Sv/x1O5F(X,Y)-«0?(\.\,- 

La  somme,  dans  le  second  membre,  doit  porter  sur  les  systèmes  de 
valeurs  de  X,  Y,  qui  vérifient  les  équations  S  =  o,  f=  o. 


CONSEQUENCES    ANALYTIQUES. 

On  peut  déduire  de  la  formule  fondamentale  plusieurs  conséquences 
analytiques  intéressantes. 

10.   Los  infinis  de  l'intégrale   /  ^-(zdx  —  xdz)  sont  les  points  où  la 

courbe  S  =  o  rencontre  la  courbe /  =  o,  à  moins  que  les  arguments  de 
ces  points  n'annulent  Q  ou  z  dx  —  x  dz. 

Supposons  que  la  courbe  <p(x,  y,  z)  =  o  passe  par  les  points  de 
f=  o,  qui  sont  les  infinis  de  l'intégrale,  en  tenant  compte  de  leur  mul- 
tiplicité, c'est-à-dire  que,  si  un  point  correspond  à  un  zéro  d'ordre  h 
pour  la  fonction  S[//;(7),  y(l),  z(t)\,  la  courbe  <p  =  o  ait  en  ce  point, 
avec  / '  =  o,  un  contact  d'ordre  h  —  i.  Admettons,  de  plus,  que  la 
courbe  F(a?,  r.  z  )  =  o  ne  passe  par  aucun  de  ces  points.  La  fonction 


6(0 


0(.r,   >'.  s)        ./    Z        :    ' 


S(x,  Y,  z)   F 


ne  devient  pas  infinie  pour  les  valeurs  «le  /  qui  annulent  S.  puisque, 
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SF 

pour  ces  points,  la  fonction  —  (x, y,  z)  reste  finie;  0(/)  n'a  donc  pas 

d'autres  infinis  que  ceux  qui  annulent u,  et,  par  suite,  les  résidus 

/■p  sont  nuls.  On  a  donc 

y  f  "$<**'>  (,«&>-**)  =  ,, 

et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soit  1  une  intégrale  abêlienne  quelconque  relative  à  une  courbe 
algébrique  f(x,y,  z)  =  o,  de  degré  n.  La  somme  de  mn  intégrales  I , 
dont  les  limites  inférieures  et  supérieures  sont  respectivement  les 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  z,  qui  correspondent  aux  mn  points 
d'intersection  de  la  courbe  f  =  o  avec  deux  courbes  quelconques  de 
degré  m  est  nulle,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  déterminé  par 
les  courbes  serai, tes,  il  en  est  une  qui  passe  par  tous  les  points  de 
la  courbe  /=  o  rendant  V intégrale  infinie. 

La  somme  est  nulle,  en  particulier,  si  les  courbes  sécantes  coupent 
aux  mêmes  points  la  courbe  S  =  o,  parce  qu'alors  une  des  courbes  du 
faisceau  comprend  la  courbe  S  =  o  elle-même. 

1 1  y  aurait  exception  au  théorème  précédent ,  si  toutes  les  courbes  du 
faisceau  considéré  passaient  par  un  ou  plusieurs  des  points  qui  rendent 
l'intégrale  infinie,  parce  que,  alors,  F  et  <p  s'annulant  tous  deux  en  ces 
points,  la  fonction  (H)(/)  pourrait  y  devenir  infinie  et  Ton  ne  saurai! 
affirmer  que  le  résidu  correspondant,  /-p,  est  nul. 

11.  Le  cas  où  le  dénominateur  S  est  divisible  par  f  est  particuliè- 
rement intéressant  :  soit  S  =  T/y,  T  étant  de  degré  q  -f-  3 i  —  n. 

Nous  allons  montrer  que  la  somme  de  ceux  des  résidus  do  la  fonc- 
tion 8(/),  qui  correspondent  aux  zéros ide  f'   est  nulle. 

Les  zéros  de  la  fonc lion  /,'.(./;,  >-,  z)  sont  en  effet  de  deux  sortes  : 
les  uns  correspondent  aux  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut 
mener  à  la  courbe /(a?,  y,  z)  =  o  par  le  point  a?  =  o,  z  =  o;  les  autres 
correspondent  aux  points  singuliers  de  cette  courbe. 

Si  (3  est  l'argument  d'un  des  zéros  de  la  première  catégorie,  la  fonc- 
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tion  x'z  —  xz'  s'annule  pour  /  =  [3.  On  a,  on  effet, 


et 


d'où  Ton  tire 


v>Êt  -+-  v'df  -4-  ~'â/  -n 
àf    ,        df  ôf  r 


x  z  —  xz 


_,,/ 


yx—yx'  _  z'y  —  zy 


dy  àz  dx 

et,  par  suite,  si  j-  s'annule  sans  que  ~-  et  y-  s'annulent  également 

(c'est-à-dire  si  le  point  d'argument  (3  n'est  pas  un  point  singulier),  il 
faut  qu'on  ait,  pour  t=  ($, 

Il  en  résulte  que,  pour  chercher  les  résidus  de  la  fonction 


Q(x'z-xz') 


6(0  = 


correspondant  aux  zéros  àa  f'y1  on  n'aura  à  tenir  compte  que  des  argu- 
ments des  points  singuliers  de  la  courbe  f  =  o. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité,  A  un  point  double  de  cette  courbe, 
de  coordonnées  a  et  b,  auquel  correspondent  les  valeurs  y  et  o  de  l'ar- 
gument /. 

On  aura,  pour  le  résidu  de  S(t)  relatif  à  rime  <\i'  ces  valeurs,  y  par 
exemple,  en  revenant  à  la  forme  (7)  de  Q(t), 

dl 
Q(a,  b) 


—  (a,  b)  —  u 


\Àl 


Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

on  a 

(  r\—ôA(3      ()±  (lf> 

{**'  ""  M  dl    h  ûr,  dt 
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Le  rapport  -*-  a  pour  valeur,  si  Ton  fait  /  =  y,  1(3  coefficient  angu- 

TTt. 
laire  m,  de  la  tangente  à  la  branche  y  de  la  courbe  /  =  o  au  point  A. 
On  a  ainsi 

_  Q(a,  b)  i  /  i  ■  \ 

où,  dans  -J  et  -^>  on  remplace  \  et  Y]  par  a  et  &. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  Q,  un  polynôme  quelconque  en  H  el  rr 
de  degré  n  —  3,  et  si  l'on  considère  l'intégrale 

J,  =   /  -4f(3  dx  —  x  dz), 

on  voit,  comme  plus  haut,  qu'elle  est  nulle  le  long  du  polygone  R„.  Si 
l'on  choisit  pour  Q,  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe  de 
degré  n  —  3  présentant,  en  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe 
f  =  o,  le  point  A  excepté,  le  caractère  d'une  courbe  adjointe  ('  )  (ce 

qui  est  toujours  possible),  les  infinis  de  la  fonction  y  \Z~J[  —  x~Jî) 
seront  les  quantités  y  et  S.  La  somme  des  résidus  de  cette  fonction 
étant  nulle,  on  trouve,  comme  plus  haut, 


et  par  suite,  d'après  (9), 

f'y-h  rg==  o. 

Il  n'y  aurait  d'exception  à  ce  raisonnement,  qui  s'étend  sans  diffi- 


(')  C'est-à-dire  ayant  en  tout  point  multiple  d'ordre  />  (autre  que  V)  de  la 
courbe  f=  o  un  point  multiple  d'ordre p  —  1,  comme  la  courbe  f}      <>,  et  ne  pas- 

sanl  pas  par  \. 


SUR    LE    THÉORÈME    d\\BEL.  \  j  , 

culte  au  cas  des  points  multiples  d'ordre  supérieur  à  2,  que  si,  dans 
l'expression  de  ry  +  r8,  on  ne  pouvait  pas  mettre  en  facteur  la  quantité 

Q(«,  b)  1 


T(.a,  b)  F,       , 

'  -(a,b)  —  u 


c'est-à-dire  si  T(«,  b)  était  nul,  cas  où  les  infinis  y  et  0  ne  seraient 
plus  des  infinis  simples  de  0(*),  ou  si  l'on  avait  à  la  fois 

¥(a,  b)  =  y(a,  b)  =  o, 

parce  qu'alors  la  fonction  -(£,  y])  aurait  deux  valeurs  différentes  au 
point  A,  selon  la  branche  de  courbe  que  l'on  considérerait. 

Si  l'on  suppose  donc  que  la  courbe  T  =  o  ne  passe  par  aucun  «les 
points  singuliers  de  /=  o,  et  qu'aucun  des  points  fixes  du  faisceau 
F  —  «9  =  0  ne  coïncide  avec  l'un  de  ces  points,  on  voil  qu'on  a  la 
relation 

< ■  °>  2  £  '$W0) (« dx-xdz)  =  -2f  r, du, 

1  =  1  '  "a 

2'*p  désignant  la  somme  des  résidus,  par  rapport  aux  zéros  de  T,  de 
la  fonction  de  /, 

y  —  —  11 

(D 

12.   Corollaire  I.  —  On  en  déduit,  en  s'appuyanl  sur  les  résultats 
obtenus  plus  haut,  la  proposition  suivante  : 
Soit  I  une  intégrale  abélienne  de  la  forme 

1  =  fSl*/y'z\  (* dx  - *  d*)> 

J  J y  1  (•*■>/. z) 

relative  à  une  courbe  algébrique  de  degré  //,  f=  o. 

La  somme  de  mn  intégrales  T  dont  les  limites  inférieures  et  supé- 
rieures sont  respectivement  les  systèmes  de  valeurs  de  >\  y,  z,  qui 
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correspondent  aux  mn  points  d' intersection  de  la  courbe  f  —  o  avec 
deux  courbes  quelconques  de  degré  m  est  nulle,  si,  parmi  les  courbes 
du  faisceau  déterminé  par  les  courbes  sécantes,  il  en  est  une  qui 
coupe  la  courbe  f  =  o  aux  points  situés  sur  la  courbe  T  =  o,  et  qui 
rendent  l'intégrale  infinie. 

Il  faut  toutefois  :  i°  que  la  courbe  T  =  o  ne  passe  par  aucun  des 
points  singuliers  de  la  courbe/=o;  2°  qu'aucun  des  points  fixes  du 
faisceau  déterminé  par  les  courbes  sécantes  ne  coïncide  avec  un  de  ces 
points,  ou  avec  l'un  des  points  communs  aux  courbes/"  =  o,  T  =  o,  el 
rendant  l'intégrale  infinie. 

15.   Corollaire  II.   —    Supposons,   Q(x,y,  z)  étant  toujours  de 

degré  q,  que  T(x,y,  z)  soit  un  polynôme  de  degré  q  —  n-h  3,  non 

divisible  par  z.  Si  la  courbe  T  =  o  ne  touche  en  aucun  point  la  courbe 

/==  o,  les  zéros  de  T(x,  y,  z)  seront  tous  simples,  et  l'on  aura,  pour 

le  résidu  relatif  à  l'un  de  ces  zéros,  [3, 

rp=  r 9/i "î  =  r q î . 

L/,'(TW-r,/5)(--BjJ       [_(T(/i-r,/i)(|-i.)  ]p 

Par  suite,  en  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  commun 
aux  courbes  T  =  o,/=  o,  il  vient 


i  —  ///  n  y 

(ll)        y      f^M^Ldl-y        Q(X>Y>  Iprrlih 

{li)      iL  ^T(^,^)rti;-2dTk/v-T'Y/x  10*F(X, 


Y)-«?(X,1  ) 


Y)-Wo?(X,Y)- 


la  somme  s'étendant,  dans  le  second  membre,  aux  systèmes  de  valeurs 
de  X,  Y,  qui  vérifient  simultanément  les  équations /=  o,  T  =  o. 

On  déduit  de  cette  formule  un  théorème  bien  connu  de  Jacobi.  Si 
l'on  fait,  en  effet,  u  =  oo  dans  la  formule,  il  faut,  pour  que  le  second 
membre  reste  fini,  qu'on  ait  l'identité 


y— 


Q(X,Y) 


Vv-TV./x  ' 

la  somme  étanl   étendue   à   lous   les  points  communs   aux  courbes 
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/(£»Y))==05   T(^,Y])  =  o,   de  degrés  respectifs   n  et  //.    et  Q(Ç,  yj) 
désignant  un  polynôme  quelconque  de  degré  n  -+-  h  —  j.  au  plus,  en 


l  r, 


Il  serait  facile,  d'après  les  considérations  qui  précèdent,  de  voir  ce 
({lie  devient  le  théorème  de  Jacobi  quand  le  degré  de  Q  surpasse 
n  -h  h  —  3;  nous  aurons  occasion,  dans  un  autre  travail,  de  revenir  sur 
ee  sujet  à  un  point  de  ^  ne  plus  général. 

14.  Corollaire  III.  —  Si  T  se  réduit  à  une  constante,  V  /•,,  est  nul, 
et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soit  I  une  intégrale  abélienne  de  la  forme 

relative  à  une  courbe /(£,  yj)  =  o,  de  degré  n,  Q  désignant  un  poly- 
nôme quelconque  de  degré  n  —  3. 

La  somme  de  mn  intégrales  I  dont  les  limites  inférieures  et  supé- 
rieures sont  respectivement  les  systèmes  de  valeurs  de  Sj,  yj,  qui  cor- 
respondent aux  points  d'intersection  de  la  courbe  f  =  o  avec  (leur 
courbes  quelconques  de  degré  m  est  nulle,  si  ces  deux  courbes  ne 
passent  simultanément  par  aucun  des  points  singuliers  de  la  courbe 
primitive. 

Dans  le  cas  spécial  où  Q  esi  nue  courbe  adjointe  à  la  courbe f=o} 

la  fonction 

Q  4 


0(0 


I-       \  dt 


*(-;-) 


F 

ne  devient  infinie  que  pour  les  zéros  «le  -       u.  el  la  somme  des  mn 

intégrales  I  esl  nulle,  quelles  que  soient  les  courbes  de  même  degré 
F  =  o,  <p  =  O. 

C'est  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce. 

On  retrouverait  de  même,  sans  difficulté,   les   théorèmes  connus 
pour  les  intégrales  normales  de  troisième  el  de  seconde  espèce. 

./oiim.  de  Math,  |  Y  série),  tome III.  —  Fasi     ni.  I  ' 
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APPLICATION    AUX    FONCTIONS    RATIONNELLES. 

15.  La  marche  qu'on  a  suivie  pour  établir  la  formule  fondamentale 
s'applique  également  au  cas  où  la  différentielle  abélienne  est  la  diffé- 
rentielle d' une  fonction  rationnelle  de  £,  r\. 

Soii  U  =  r%~x  celte  fonction,  Q  et  R  étant  des  polynômes  de  de- 

grés  q  et  /•  respectivement. 
Considérons  l'intégrale 


/   (IV 

-J  ~dï 


dV      (Il 


di   F 


Elle  est  nulle,  d'après  ce  qui  précède,  le  long  du  polygone  lî0:  par 
suite,  les  résidus,  dans  ce  polygone,  de  la  fonction 


(Il  v    dt 


ont  une  somme  nulle,  et  Ton  en  conclut,  comme  plus  haut,  la  relation 

r»  étant  le  résidu  de  Q(t)  par  rapport  à  un  infini  de  cette  fonction, 

i    1? 
autre  mi  un  zéro  <le u. 

Pour  déterminer  les  infinis  de  celle  nature  de  S(t):  on  doit  distin- 
guer deux  cas,  selon  que  q  est  inférieur  ou  supérieur  à  /■. 

Si  Ton  a  q  <  r,  il  est  clair  que  la  fonction  j^jjJ  =  ^;'  z^zr  '<  ne 

devient  pas  infinie  pour  les  zéros  de  z(t),  et  il  en  est,  par  suite,  de 
même  de  sa  dérivée  par  rapport  à  /.  En  ce  cas,  les  infinis  correspon- 
dant aux  résidus  rp  sont  les  arguments  des  points  communs  aux  courbes 
f  =  o,  R  =  o.  Si  l'on  a,  au  contraire,  q  >  r,  tout  zéro  de  s(  l)  est,  en 
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Q 


général,  un  infini  d'ordre  q  —  r  pour  la  fonction  ^->  cl  d'ordre  q  —  r-\-\ 

pour  sa  dérivée.  Ces  infinis  sont  à  ajouter  à  ceux  qui  proviennent  des 
zéros  de  R(£,  f\). 

Il  est  clair  qu'on  discutera  à  la  fois  les  deux  cas  en  supposant  c  et  r( 

remplacés  dans  j|(c;,  -q)  par  ->^;  on  obtient  ainsi  une  fonction  v    /■  '"_  , 

où  Ton  peut  supposer  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  deux 
polynômes  de  même  degré,  q,  l'un  ou  l'autre  pouvant  être  divisible 
par  une  puissance  de  z.  Les  infinis  de  @(t)  correspondant  aux  résidus 
/■p  sont  alors  les  zéros  de  Y(x,y,z).  Soit  (3  un  de  ces  zéros,  supposé 
simple  :  c'est  un  infini  double  de  0(/).  Pour  calculer  le  résidu  corres- 

pondant,  il  suffit  de  remarquer  que  le  résidu  de  —r-->  relatif  à  ce  zéro. 

est  nul,  puisque  U  est  une  fonction  monodrome  de  l.  On  trouve  ainsi, 
évidemment, 


rR  = 


L-CO--J 


pp  étant  le  résidu  correspondant  de  U=  ^-   Or  on  a,  ainsi  qu'on  l'a 
déjà  trouvé  plusieurs  fois, 

a  Q/y 

Pf>~  Vx/v-VV/x 

en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  d'argument  3.  com- 
mun aux  courbes /=  o,  V  =  o,  et  il  vient  enfin 


r QA 

,p"  Vx./v-VV7x  (l 


On  peut  écrire 

?d\A   i\./x)-i;c?x/;-?v^)= 


fi 


1  v 


/î 

A 

h 

1\ 

F", 

F", 

ft 

i\ 

?/ 
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,.„  tenant  compte  de  la  relation  /(X,  Y,  Z  )  =  o  et  en  désignant  tou- 
jours par///  le  degré  des  courbes  F  =  o,  9  =  0, 

On  déduit  de  là,  en  intégrant,  par  rapport  à  m,  les  deux  membres 
de  (  1  2  ),  le  résultat  suivant. 

Soient  V  ,v,  et  V  \  les  sommes  respectives  des  valeurs  que  prend  la 

fonction  ë  (a?,/,s)  aux  points  communs  à  la  courbe/=o  el  aux  courbes 


p  _  wç  —  o,  F  —  w0<P  =  <>;  on  a 

v  <  )      x"1  (v}  _  V  /j  { 

('  »)  2-  V  _  2-  V  ^2*  m      Vx/y-  V'y/x      [F(X,Y,Z)-«cp(X,Y,Z)][F(X,Y,Z)    u,«p(X,Y,Z)]' 


■,     V  Q       V Q  _  V  Z  ^X.Y^QJÇX.Y,/) 


où  la  somme,  dans  le  second  membre,  s'étend  aux  points  \,  >  ,  Z,  com- 
muns aux  courbes/=  o,  V  =  o,  supposées  n'avoir  aucun  contact,  el  où 
.1  désigne  le  déterminant  jacobien 

/x  fi         fi 

1\     F,     F, 

?\     Çi     ?/, 

Cette  formule  montre,  ce  que  nous  savions  déjà  parla  théorie  géné- 
rale, en  raison  de  la  forme  de  H(/),  que  le  second  membre  de  (i3) 
s'annule  dans  le  cas  où  Tune  des  courbes,  9  =  o,  du  faisceau  F      u-j 

louche  la  courhe  f=  o  aux  points  OÙ  celle-ci  esl  coupée  par  la  courhe 

V  =  o;  elle  met  de  plus  en  évidence  u\w  particularité  spéciale  aux  inté- 
grales abéliennes  dans  le  cas  où  ces  intégrales  sontdes  fonctions  ration- 
uelles  de  ' ,  r,  -  :  c'est  que  le  second  membre  de  (i3)  est  nul  quand  la 
jacobienne  des  courbes  F  =  o,  9  =  0  et/=o  passe  par  les  points  com- 
muns à  cette  dernière  et  à  la  courhe  V  =  o,  c'est-à-dire,  puisque  les 
points  communs  à  la  jacobienne  et  à  /'sont  les  points  de  contact  avec 
celle  dernière  courhe  des  courbes  du  faisceau  F  -  WÇ  <pii  la  louchent. 
lorsque  les  courbes  du  faisceau  qui  passent  respectivement  par  les 
points  d'intersection  des  courbes  V  o,  /=  <>  louchent  en  ces  points 
celle  dernière  courhe. 

(  )u  voil  que  ce  résultai  comprend,  comme  cas  particulier,  le  cas  rap- 
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pelé  plus  haut,  ou  l*tf/*e  des  courbes  du  faisceau  louche  / 
points  communs  aux  court*-     =    .  X  =  o. 

peut  étendre  ce  théorème  au  cas  où  la  courbe  Y  =  o  loocJi 

à  la  courbe  /  =  o  :  nous  allons  démontrer  .la 

proposition  suivan' 

t  leurs  que  prend  unefc 

no>     -  -       -  ïs communs 

brique /=  une  de* 

si  les  courbes  du  faisceau  qui  passent  re 

lion  des  courbes  /=o,  V=  7/7/,/  fa 

finie,  ont.  es  points  an  >urbef=oyun 

d'un  ordre  au  moins  égala  l  <re  les  ordi 

tact*  delà  f=  tes  courbes  V  =  o 

On  suppose  toujours  qu'aucun  des  points  fixe*  du  faisceau  ne  coïncide 
avec  un  des  points  communs  aux  courbes  /=  o.  ^ "  =  o,  et  fondant  in- 
finie la  fonction  ^  • 

Soit  3  l'argument  d'un  point  où  les  courbes  =  o  on 

ivement  avec  /=  o  des   contacts  d'ordre   a  —  i   et  v  —  i  : 
I*  —       ?  =  o  l'équation  dune  courbe  du  faisceau,  ayant  en  ce  point  un 
contact  d'ordre  a  —  v  avec  la  courbe/" = 

■  —  ;  =  -.. 
a 


—  u 


Par  hypothéseT  on  a.  aux  environs  du  point  /  = 

- 

=      -   --      - 

Si  la  courbe  O  =  o  ne  passe  peu  par  le  point  considéré,  on  devra,  pour  ap- 
pliquer le  théorème,  regarder  l'ordre  de  son  contact  avec/rro  en  ce  point  comme 
é»al  à  —  i.  Il  faudra  alors  que  la  courbe  du  faisceau  qui  par  point  «  ail 

arec  /  =  o  un  contact  plus  élevé  que  la  courbe  \  - 
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d'où 

0             g                   h                             r 

x              '         _i_                     1    .  ■       1             If 

V  ~~  -!J-V          t|i-v-i      '             '      t      '     3 

on  a  également 

F(z)  —  w0  <p'(0  =  /^_v+t  +  mi*-"*-*  ■+-..., 
ni  le  résidu  correspondant  de  6(/)  sera  le  coefficient  de  -  dans  l'ex- 


pression 


d  f  g  h  r 

Un U 


fit) 

Or,  o(£)  n'est  pas  nul  pour  t  =  (3,  puisqu'une  seule  courbe  du  fais- 
ceau passe  par  le  point  [3,  et  qu'on  a  supposé  que  cotte  courbe  était 
F  —  w0<p  =  o. 

Le  deuxième  facteur  de  l'expression  précédente,  ordonné  suivanl 
les  puissances  croissantes  de  t,  est  donc  de  la  forme 

— l- h  k^~v+i  -+-  j^-v+2-h..., 

el  comme  le  premier  ne  renferme  ni  terme  en  -  ni  terme  en    „_v_^>  le 
résidu  est  nul.  c.  q.   f.   d. 

l(j.  On  peut  donner  une  formule  analogue  pour  exprimer  le  produit 
des  valeurs  que  prend  la  fonction  -^  aux  points  communs  à  la  courbe 
f  =  o  et  à  la  courbe  F  —  «<p  =  o. 

Soienl  |  [  y  ce  produit,  et  1   T  ^  le   produit  analogue   pour  les 

"  "o 

courbes/  =  o,  F  —  w0cp  =  o.  On  part,  pour  l'évaluer,  de  l'intégrale 


fh 


i    <7U      dl 


dt   F 

u 
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en  posant  toujours  U  =  ^, >  on  trouve  de  même 

rp  désignant  le  résidu  de  la  fonction 

1  dU       1         _  V   d  /Q\       i 


r  ^  f 


Q  ^Vv/  F 
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par  rapport  à  un  infini  de  cette  fonction  autre  qu'un  zéro  de   -  —  //, 

c'est-à-dire  par  rapport  à  un  zéro  de  Q(x,y,  z)  ou  de  \ (x,y,  z  ). 
S'il  s'agit  d'un  zéro  de  V,  d'ordre  de  multiplicité  a,  on  a  évidemmenl 


fa  = 


p=F 


dQ 
dt 


d\ 
dt 


«SG- 


i 


et  s'il  s'agit  d'un  zéro  de  Q,  d'ordre  de  multiplicité  v, 


/•«=  v 


.rfQ_     rfV"l 
dt      ^~dt 

§(|-)1 


Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres  de  la  relation  (1  î  )  par 
rapport  à  m,  on  a 


2iogv=2vloK?~w)_^loK?~~M)' 


d'où 


•F(X,Y,Z)       ity(XtY,Z) 


n 


F(X,Y,Z)     //.,  r<\.V/. 
F(X,Y,Z)     «?(X,Y,Z) 


(l5^  11  v  —  ll(vyll|  Fi  \,v,'z)-//o?i\,v/.) 

Dans  le  second  membre,  le  produit  J]  esl  étendu  aux  points  V  1  ,/ 
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communs  aux  courbes /=  o,  Q  =  o;  et  le  produit  1  I  aux  points  \,  Y, 

V 

Z  communs  aux  courbes  f  =  o,  Y  =  o. 

On  en  déduit,  comme  plus  haut,  les  conséquences  suivantes  : 

Leproduit  des  valeurs  queprend  une fonction  rationnelle  ^U\  r.  z) 

de  degré  zéro  aux  points  communs  à  une  courbe  f  =  o  et  à  chacune 
des  courbes  d'un  faisceau  F  —  w<p  =  o  est  constant,  quand  une 
des  courbes  du  faisceau  passe  par  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  f  —  o  avec  les  courbes  Q  =  o,  V=  o,  rendant  la  fonction 

Y  nulle  ou  infinie  (').   Ce  produit  est  constant,  en  particulier^  si 

l'une  des  courbes  du  faisceau  comprend  la  courbe  (Y\  =  o,  c'est- 
à-dire  si  toutes  les  courbes  du  faisceau  rencontrent  aux  mêmes  points 
les  courbes  Q  =  o,  V  =  o. 

17.  Le  théorème  démontré  au  n°  lo  esl  susceptible  d'une  consé- 
quence intéressante,  dont  nous  ferons  quelques  applications,  et  que, 
pour  cette  raison,  nous  placerons  à  la  suite  de  la  théorie  générale. 

Supposons  que  les  points  de  la  courbe  f=  o,  on  la  fonction  ration- 
nelle ^  (a?, y,  z)  de  degré  zéro  devient  infinie,  soient  Ions  des  points 

d'inflexion  de /",  et  que  la  fonction  -^  s°it  infinie  du  premier  ordre  en 
chacun  de  ces  points. 

Prenons  pour  faisceau  sécantlc  faisceau  des  courbes  qui  coupent  res- 
pectivement ,/=<>  aux  points  de  contact  des  tangentes  communes  à 
cette  courbe  et  à  chacune  des  courbes  d'un  faisceau  tangentiel  donné. 

,1e  dis  <pie  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction  -^  aux  points  communs 

df=o  et  à  chacune  des  courbes  du  faisceau  ponctuel  considéré  de- 
meure constante. 

[1  suffit,  pour  cela,  démontrer  que  la  courbe  du  faisceau  ponctuel 
qui  passe  par  un  (\rs  points  d'inflexion  donnés  sur  la  courbe f=  o  touche 

(')  Il  suffit  que  la  courbe  du  faisceau  considérée  passe  par  les  points  désignés, 
quel  que  soit  le  nombre  des  intersections  de  la  courbe  /=o  avec  les  courbes 
Q    _  o,  V  =  o,  confondues  en  chacun  de  ces  points. 
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cette  courbe  en  ce  point,  ce  qui  est  évident,  puisque  la  tangente  crin- 
flexion  correspondante  doit  être  comptée  deux  fois  parmi  les  tangentes 
communes  à  la  courbe  f  =  o  et  à  la  courbe  du  faisceau  tangentiel  qui 
touche  celle  droite.  Donc  : 

Soil  )£(x,y,  z)  une  fonction  rationnelle  quelconque,  de  degré 

zéro,  ne  devenant  infinie,  sur  une  courbe  algébrique  f(x,  y,  z)  —  o, 
qu'en  des  points  d'inflexion  de  celle  courbe  et  étant  infinie  du  pre- 
mier ordre,  seulement  en  ces  points  ('). 

La  somme  des  valeurs  que  prend  cette  fonction  aux  points  de  ion- 
lad  de  la  courbe  f=  o  et  des  tangentes  communes  à  cette  courbe 
et  à  une  autre  courbe  algébrique  de  classe  donnée  reste  fixe  quand 
celle  dernière  varie  d'une  manière  quelconque,  mais  sans  toucher 
constamment  une  des  tangentes  menée  à  la  courbe  primitive  en  un 
des  points  d  inflexion  considérés. 


(')  Le  sens  de  cette  expression  est  le  suivant  :  Si  Y  =  o  a  un  contact  d'ordre 
«x  —  i  avec  /=o  au  point  considéré,  il  faut  que  Q  =  o  ait  avec  celte  dernière 
courbe,  au  même  point,  un  contact  d'ordre  \x —  i. 


Journ.  de  Math.  |  j    série),  lome  III.  —  Fasc.  Ml.  1887.  '  ' 
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DEUXIEME  PARTIE. 


En  appliquant  à  des  différentielles  algébriques  ou  à  des  fonctions 
rationnelles  des  coordonnées  ayant,  par  rapport  à  la  courbe  f=  <>, 
une  signification  géométrique,  les  formules  et  les  théorèmes  démon- 
trés dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  on  obtient  des  propositions 
géométriques  nombreuses,  dont  quelques-unes  méritenl  d'être  mises 
en  évidence. 

Nous  les  classerons  en  propositions  relatives  aux  aires,  aux  direc- 
tions et  aux  longueurs.  Celles  qui  concernent  spécialement  les  arcs  de 
courbe,  dans  le  cas  où  ces  arcs  s'expriment  par  une  intégrale  abélienne, 
feront  l'objet  de  la  troisième  Partie  de  notre  travail. 


enoposmoNs  relatives  ai  \    unies. 


18.  L'aire  élémentaire  comprise  entre  les  deux  points  ç,  y\\  %  -\  <li. 
y]  -+-  dr\  de  la  courbe  f=  o  et  les  rayons  vecteurs  qui  joignenl  ces 
points  à  l'origine  des  coordonnées  a  pour  expression 

da  =—  Y]  d\  ■+-  \dt\  =  —s  |  —  y(z d.r  —  x  <lz  \  ■+-  ./•<  -  dy  —  y  dz  |: 


or  on  a 


on  en  conclut 


dxf'x+-dyf'y+-dzfz  =  o\ 

da  =  -2  *4  (zdx  —  .ct/z  ). 


Ea  fonction  B(/)  est  ici 
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Elle  ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  /  ([ni  annulent  ;2:  si  a 
est  de  la  forme  z2ot  cl  si  F  ne  s'annule  pour  aucune  de  ces  valeurs, 
0(*)  reste  fini  pour  les  mêmes  valeurs,  et  les  résidus  rp  correspondants 

sont  nuls.  Donc  : 

Soit  une  courbe  algébrique  quelconque  f ';  menons  les  rayons  vec- 
teurs qui  joignent  un  point  arbitraire  du  plan  aux  points  communs 
à  f  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  F  n'ayant  avec  la,  pre- 
mière aucune  direction  asymptotique  commune  ;  la  somme  desaires 
décrites  par  ces  rayons  vecteurs  est  nulle  si  la  courbe  F  se  déplace 
en  /esta// 1  asymptote  à  elle-même  ('). 

19.  On  peut  donner  sur  les  aires  un  théorème  beaucoup  plus  géné- 
ral, et  qui  fournit  une  interprétation  curieuse  d'une  des  propositions 
algébriques  exposées  plus  haut  (  14). 

Proposons-nous  de  chercher  Taire  élémentaire  comprise  entre  les 
courbes  /=  o,  F  —  uo  =  o,  /  -h  efy  =  o,  F  —  (u  -f-  du)  a  =  o,  au 
voisinage  du  point  H,  y],  commun  aux  courbes  F  —  uo  =  o,  /=  o. 

Dansées  équations,  £  désigne  une  quantité  infiniment  petite,  indé- 
pendante de  u. 

Soient  \  -+-  de,  y)  -h  dr\  les  coordonnées  du  point  voisin  de  :,  Y]  situé 
sur  les  courbes  f=  o,  F  —  (u  -h  du)y  =  o,  ç  +  cç,  Y]  -f-  Syj,  celles  du 
point  voisin  situé  sur  les  courbes  F  —  u  <p  =  o,  f-\-  z'h  =  o.  On  a,  pour 
Taire  cherchée,  à  un  facteur  conslanl  près, 


'I 
or 


>£ 


o, 

=  o. 


rfa  =  c/;  or;  —  dv\  o:  : 

Fç  —  M©'ç]  -t-  &Y]  I  FJ,  —  W  'f,  | 
/ç  +  &1         /i 

On  en  conclut 

(ja  _   £  'H  (  Ffc  —  "  <f  g  )  ^  +  (  Fr,  —  "  ?  g  )  ^.  I  f 

fî[F'n -  w<p'n]— /n[F'ç  -  a«pç] 

(')  Plus  généralement  celte  somme  reste  oulle  si  l'on  prend  successivemenl 
pour  F  toute-  le-  rourbes  d'un  faisceau  comprenant  une  courbe  qui  admet  poui 
asymptotes  toutes  les  asymptotes  de/. 
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et,  on  tenant  compte  de  la  relation 

o  =  dïft  +  drjrr 


il  vienl 


da  =  z  ^-~  > 
Jy 


Supposons  que  ty  soit  de  degré  n  —  q,  n  désignant  toujours  le  degré 
de  /  —  o;  on  aura,  en  revenant  aux  coordonnées  homogènes, 

da  =  z   3J  .,  (z  dx  —  x  dz) 

z      Jy 

9(0= t  t("'r-; J3'V 

On  n'a  à  s'occuper,  pour  le  calcul  des  résidus  /*p,  que  des  zéros 
de  z*-q;  ces  zéros  ne  sont  pas  des  infinis  de  0(/),  si  l'on  a 

ç  =*-'?■, 

et  les  quantités /-p  sont  nulles.  On  en  conclut,  en  donnant  successive- 
ment à  q  les  valeurs  i  et  3,  les  propositions  suivantes  : 

La  somme  des  aires  complaises  entre  deux  courbes  asymptotes  cl 
deux  courbes  asymptotiques  (  '  )  quelconques  est  nulle. 

La  somme  des  aires  comprises  entre  deux  courbes  quelconques) 
de  même  degré,  et  deux  courbes  osculatrices  entre  elles  en  tous 
leurs  points  à  l'infini  est  nulle. 

On  doit  admettre  toutefois  que  les  deux  groupes  de  courbes  n'ont 
aucune  direction  asymptotique  commune. 

20.  Plus  généralement,  ainsi  que  cela  résulte  du  théorème  du 
n°  VI   : 

La  somme  des  aires  comprises  entre  deux  courbes  asymptotes  ri 

(')  Nous  disons  que  deux  courbes  sont  asymptotes,  si  elles  ont  mêmes  asym- 
ptotes ;  asymptotiques,  si  elles  ont  mêmes  directions  asymptotiques. 
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deux  courbes  quelconques  de  même  degré  est  nulle  si,  parmi  les 
courbes  du  faisceau  déterminé  par  ces  dernières,  il  en  est  uni-  qui 
admette  pour  directions  asymploliques  toutes  les  directions  asym- 
pto tiques  des  deux  premières. 

La  somme  des  aires  comprises  entre  deux  courbes  asymptotiques 
et  deux  courbes  quelconques  de  même  degré  est  nulle,  s/,  parmi  les 
courbes  du  faisceau  déterminé  par  ces  dernières,  il  en  est  une  qui 
admette  pour  asymptotes  toutes  les  asymptotes  de  l'une  des  pre- 
mières. 

La  somme  des  aires  comprises  entre  deux  courbes  de  même  degré 
et  deux  courbes  quelconques,  également  de  même  degré,  est  nulle, 
si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  déterminé  par  ces  dernières,  d 
en  est  une  qui  oscule  l'une  des  premières  en  tous  ses  points  à  r in- 
fini. 

En  particulier  : 

La  somme  des  aires  illimitées  comprises  entre  deux  courbes  oscu- 
latrices  entre  elles  en  tous  leurs  points  à  l'infini  est  nulle. 


PROPOSITIONS    RELATIVES    AUX    DIRECTIONS. 

21.   Soit  0  l'angle  que  fait  avec  Oc  la  droite  qui  joint  l'origine  à  un 
point  !j,  Y]  du  plan;  on  a 

tangO  =  rj 

et 

£  dr\  — '•»)  (Il 


/o 


Si  le  point  ij,  y]  appartient  à  la  courbe /(  :.  r\  >      o,  il  vienl 
M       -    W  +  vfn  & 

a[}-    ./v;^-hV)' - 

ou,  en  coordonnées  homogènes, 
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L'angle  0  est  donc  donné  par  une  intégrale  abélienne,  et  les  théo- 
rèmes de  la  première  Partie  permettent  de  calculer  la  somme  des 
angles  que  font  avec  Ox  les  rayons  vecteurs  des  points  communs  à  la 
courbe  /"=  o  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  F  —  wi  =  o,  ou 
plutôt  la  variation  qu'éprouve  cette  somme  quand  on  passe  de  la  courbe 
sécante  F  —  u^o  =  o  à  la  courbe  F  —  uo  =  o. 

Pour  simplifier  le  langage,  nous  adopterons  une  définition  due  cà 
La  guerre. 

Soienl  dans  un  plan  deux  systèmes  de  n  droites  A  et  13;  prenons 
arbitrairement  un  axe  fixe  H,  dans  ce  plan  :  si  la  somme  des  angles 
que  font  avec  l'axe  fixe  les  droites  du  système  A  est  égale,  à  un  mul- 
tiple de  -  près,  à  la  somme  des  angles  que  font  avec  ce  même  axe  les 
droites  du  système  B,  on  dira  que  les  deux  systèmes  A  et  B  ont  même 
orientation.  Ils  jouiront  évidemment  de  la  même  propriété  relative- 
ment à  tout  axe  situé  dans  le  plan  (  '  ). 

22.  De  la  forme  de  la  différentielle  a%  et  des  théorèmes  généraux 
de  la  première  Partie  résultent  par  suite  les  propositions  suivantes  : 

Les  deux  systèmes,  formés  par  les  droites  qui  joignent  respecti- 
vement un  point  fixe  aux  points  où  deux  courbes  algébriques  de 
même  degré  sont  traversées  par  une  courbe  algébrique,  ont  même 
orientation,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  déterminé  par  les 
deux  premières,  ilen  est  une  qui  passe  par  tous  les  points  où  la  der- 
nière rencontre  le  cercle  de  rayon  nul  avant  le  point  fixe  pour 

centre. 

En  particulier  : 

Les  deux  systèmes  ont  même  orientation,  quelle  que  soit  la  der- 
nière courbe,  si  les  deux  premières  rencontrent  le  cercle  de  rayon 
nul  nue  mêmes  points. 


(')  Làgoerre,  Sur  la    détermination   du    rayon   de    courbure  des   lignes 
planes  (Bulletin  de  la  Société  philomathique,  p.    i5;  1867). 
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23.  Comme  application  de  ces  propositions  générales,  on  peut 
énoncer,  par  exemple,  les  théorèmes  suivants  : 

L'orientation  du  système  des  droites  qui  joignent  un  point  fixe 
aux  points  d 'intersection  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et 
d'un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre  est  indépendante  du  rayon 
du  cercle. 

L'orientation  du  système  des  droites  qui  joignent  un  point  fixe  a 
aux  points  d'intersection  d'une  courbe  algébrique  et  d'un  cercle 
quelconques  est  la  même  que  celle  du  système  formé  :  i"  par  les 
droites  qui  vont  de  a  aux  points  d' intersection  de  la  courbe  et  de 
l'axe  radical  du  cercle  et  du  point  a  ;  2°  par  les  directions  asympto- 
tiques  de  la  courbe. 

Ce  théorème  prend  en  particulier  une  forme  très  simple  si  l'on  sup- 
pose que  le  point  a  est  situé  sur  le  cercle;  Taxe  radical  du  cercle  <il  du 
point  devient  alors  la  tangente  au  cercle  en  a. 

Si  l'on  coupe  par  une  courbe  algébrique  un  faisceau  de  coniques 
ayant  une  directrice  et  un  foyer  communs,  les  systèmes  formés  par 
les  droites  qui  joignent  le  foyer  aux  points  d'intersection  de  lu 
courbe  et  de  chacune  des  coniques  ont  même  orientation  :  cette 
orientation  est  celle  du  système  formé  par  les  droites  qui  joignent 
le  foyer  aux  points  d' intersection  de  la  courbe  et  de  la  directrice  et 
par  les  droites  opposées. 

Ce  théorème  est  une  généralisation  d'une  proposition  connue  sur  les 
coniques,  et  qu'on  retrouve  en  supposanl  que  la  courbe  sécante  soil 
une  droite. 

24.  On  peut  obtenir  des  propositions  analogues,  et  plus  élégantes, 
en  considérant,  au  lieu  des  coordonnées  ordinaires,  des  coordonnées 
langenliellcs. 

Soit  /(U,  V)=  o,  ou,  en  coordonnées  homogènes, ./'(  u.  p,  w  )  =  o 
l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  l'angle  que  fait  avec  <>;  la  tan- 
gente UH  -h  Vv)  -h  i  =  o  est  défini  par  la  relation 

tangO  =—  y, 
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]i     « 
OU 


\  ,/f  -  L  clY  _  \ /y  -H  U/u  dl_ 

J  ""        L  *  +  \  2  =     U2  +  V*     ./,' 

et,  en  coordonnées  homogènes, 

S)  =  ,   9  f™9sfl  (wdu  -  udw). 

On  conclut  de  cette  expression  que  l'orientation  des  tangentes  com- 
munes à  la  courbe /"  =  o  et  à  deux  courbes  algébriques  est  la  môme  si, 
parmi  les  courbes  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  ces  dernières, 
il  en  est  une  qui  touche  les  droites  menées  tangentieUemenl  à  la 
courbe  f  —  o  par  les  points  u  H-  vi  =  o,  u  —  vi  =  o,  c'est-à-dire  par 
les  points  cycliques  du  plan.  En  d'autres  termes  : 

Les  deux  systèmes  de  tangentes  respectivement  communes  à  deux 
courbes  algébriques  de  même  classe  et  à  une  courbe  algébrique 
quelconque  ont  même  orientation,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  les  deux  premières,  il  en  est  une  qui  ad- 
mette pour  foyers  tous  les  foyers  de  la  dernière. 

En  particulier  : 

Les  deux  systèmes  de  tangentes  respectivement  communes  à  deux 
courbes  homofocales  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  ont 
même  orientation  (').  (Laguerre.) 

25.  Ces  propositions  donnent  lieu  à  de  nombreuses  conséquences; 
de  la  dernière  on  déduit  en  particulier  les  théorèmes  suivants  : 

Si  d'un  point  M  situé  dans  le  plan  d'une  courbe  de  classe  n  on 
mène  les  n  tangentes  à  la  courbe}  et  si  l'on  joint  le  point  M  aux  n 
foyers  réels  de  la  courbe,  les  deux  systèmes  de  droites  ainsi  obtenus 
ont  même  orientation  (-). 

(')  Ce  dernier  théorème  aélé  donné  sans  démonstration  sous  une  autre  forme 
par  Laguerre  {Société philomathique,  p.  i^o;  1870). 

(2  )  Ce  théorème  a  été  donné  par  Laguerre  sans  démonstration  dans  les  Comptes 
rendus  (jam  ier  1 865). 
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Soient  deux  courbes  de  classes  m  et  n,  ActB  :  le  système  des  mn 
tangentes  communes  a  même  orientation  que  le  système  des  mn 
droites  qui  joignent  les  m  foyers  réels  de  A  aux  n  foyers  réels 

rfcB('). 

La  première  des  propositions  du  n°  24  fournit  également  des  con- 
séquences intéressantes  : 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  courbes  algébriques  de  classe  n\ 
par  un  foyer  f  de  l'une  d'entre  elles,  menons  les  n  tangentes  à  l'une 
quelconque  des  autres  :  tous  les  systèmes  ainsi  obtenus  à  partir  du 
point  f  ont  même  orientation. 

On  en  conclut  que  ; 

Si  l'on  joint  le  point  f  aux  n  foyers  réels  d'une  quelconque  des' 
courbes  du  faisceau  tangentiel  considéré  et  aux  n  foyers  réels 
d'une  autre  de  ces  courbes,  également  quelconque,  les  deux  sys- 
tèmes ont  même  orientation. 

En  d'autres  termes  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  d'un  faisceau  tangentiel,  déter- 
miné par  deux  courbes  A  et  B  de  classe  n,  est  une  courbe  telle  que. 
si  l'on  joint  un  de  ses  points  aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers 
réels  de  B,  les  deux  systèmes  ainsi  obtenus  aient  même  orientation. 
Ce  lieu  ne  dépend  donc  pas  de  tous  les  paramètres  qui  définissent 
les  courbes  A  et  B  ;  il  ne  dépend  que  de  la  position  des  foyers  de  ces 
courbes. 

26.  En  appliquant  ces  résultats  aux  coniques,  on  obtient  les  propo- 
sitions suivantes,  dont  quelques-unes  sont  aisées  à  démontrer  directe- 
ment. 

Soient  deux  coniques  A  et  B,  ayant  respectivement  pour  foyers 


(')  Ce  théorème  a  été  donné  par   La  guerre  sans  démonstration  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société philomathique,  |>.  iio;  1870. 

Joum.  de  Math.  (4*  série),  tome  III.  —   t'use.  III.    i—  17 
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réels  les  points  a,  et  a2,  bi  et  b.2\  soit  il  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  quadrilatère  circonscrit  à  A  e/B  :  les  deux  faisceaux 
de  droites  qui  joignent  un  foyer  de  G  aux  points  «,  et  a.,*  b,  et  b2 
ont  mêmes  bissectrices. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  cir- 
conscrit à  deux  coniques  reste  le  même  si  ces  deux  coniques  varient, 
leurs  foyers  respectifs  demeurant  fixes  :  la  proposition  précédente 
définit  ce  lieu. 

Soient  deux  systèmes  de  coniques  respectivement  homofocales  : 
les  points  d'intersection  des  tangentes  communes  à  une  courbe 
quelconque  du  premier  système,  et  à  une  courbe  quelconque  du 
second,  lestent  sur  une  courbe  qui  coïncide  avec  le  lieu  précédent . 

Car  ce  lieu  est  celui  des  points  tels  que  les  droites  ma{  et  ma.,  aient 
.les  mêmes  bissectrices  que  les  droites  mbt  et  mb2  :  on  forme  sans  dif- 
ficulté son  équation,  en  s'appuyant  sur  cette  propriété,  et  l'on  trouve 
une  courbe  du  troisième  degré. 


PROPOSITIONS    RELATIVES    AUX    LONGUEURS. 

27.  Nous  commencerons  par  des  théorèmes  relatifs  aux  centres  des 
moyennes  distances  d'un  système  de  points,  et  dont  quelques-uns  ont 
été  donnés  par  Liouville. 

Soit/(£,  Y))=  o  une  courbe  algébrique  de  degré  /*;  appliquons  les 
théorèmes  généraux  de  la  première  Partie  à  l'intégrale 


On  a,  en  coordonnées  homogènes, 


jy         z  d.r  —  .r  a  : 
dï  =  , 


La  fonction  S(t)  est  ici 


*<"=,ff} 
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On  en  conclut  que  la  somme  des  abscisses  des  points  communs  à  la 
courbe  /=  o  et  à  l'une  quelconque  dos  courbes  du  faisceau  F  —  «5  =  o 
est  constante,  si,  parmi  ces  courbes,  il  en  est  une  qui  admette  pour 
asymptotes  les  asymptotes  de/;  et,  en  particulier,  si  toutes  les  courbes 
du  faisceau  sont  asymptotes  entre  elles. 

Les  mêmes  théorèmes  s'appliquent  à  la  somme  des  ordonnées. 

Si  les  courbes  du  faisceau  F  —  uo  ont  mêmes  directions  asympto- 
tiques,  c'est-à-dire  siap  =  .5<p),  on  a 


6(0 


z.r 


-  r F 

z u  z 


Les  infinis  de  Q(t),  correspondant  aux  zéros  de  z  sonl  alors  simples, 
et  Ton  a,  pour  le  résidu  relatif  à  l'un  de  ces  zéros,  (3, 


quantité  indépendante  de  u. 
Par  conséquent  on  aura 

A  est  une  constante,  et 

On  aurait  de  même 

2  y,  =  Au  -h  B'. 

28.  De  tout  ce  qui  précède,  on  déduit  les  propositions  suivantes  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  communs  à  deux 
courbes  algébriques  quelconques  reste  fixe  si  Vunede  ces  courbes 
varie  en  restant  asymptote  à  elle-même  (').  (  Liou ville.  | 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  communs  à  une 
courbe  algébrique  quelconque  et  aux  courbes  d'un  faisceau  reste 

(')  Journal  </<■  Mathématiques  pures  et  appliquées,  j  »  -  .  î  —  1  c  iN',i. 
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fixe,  si,  parmi  les  courbes  de  ce  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette 
pour  asymptotes  toutes  les  asymptotes  de  la  première  courbe. 
(  Exemple  :  la  courbe  fixe  est  une  droite,  asymptote  à  l'une  des 
courbes  du  faisceau.) 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points,  communs  à  une 
courbe  algébrique  quelconque  et  à  chacune  des  courbes  d'un  fais- 
ceau, décrit  une  droite,  si  les  courbes  du  faisceau  ont  mêmes  direc- 
tions asymplotiques,  ou  si  l'une  d'elles  admet  pour  directions  asym- 
ptotiques  toutes  les  directions  asymplotiques  de  la  première  courbe. 

Exemple.  —  Le  centre  des  moyennes  dislances  des  pieds  des  nor- 
males abaissées  d'un  point  sur  une  courbe  algébrique  ne  passa/il 
pas  par  les  points  cycliques  du  plan  décrit  une  droite,  quand  le 
point  considéré  se  meut  lui-même  sur  une  droite. 

Dans  tous  ces  énoncés,  on  suppose  que  la  courbe  considérée  et  le 
faisceau  des  courbes  sécantes  n'ont  aucune  direction  asymptotique 
commune;  il  est  d'ailleurs  inutile  d'introduire  explicitement  celte 
restriction,  puisque,  si  l'on  se  trouve  placé  dans  le  cas  singulier  dont 
il  s'agit,  un  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  fixe  cl  des  courbes 
du  faisceau  est  toujours  à  l'infini,  et  qu'il  n'y  a  dès  lors  plus  lieu  de 
considérer  le  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points. 

'29.  Nous  n'avons  appliqué  jusqu'ici  à  l'intégrale  /  d£  que  les  pro- 
positions générales  sur  les  intégrales  abéliennes;  nous  pouvons  aller 
plus  loin,  puisque  cette  intégrale  estime  fonction  rationnelle  de  H,  yj; 
et  la  proposition  du  n°  15  nous  donnera  la  conséquence  suivante,  plus 
générale  que  celles  qui  précèdent. 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  communs  et  une 
courbe  algébrique  que/conque  et  au.r  courbes  d'un  faisceau  reste 
fixe,  si  chaque  asymptote  de  la  courbe  est  asymptote  et  l'une  des 
courbes  du  faisceau. 

(  )u  peul  déduire  de  là  des  théorèmes  intéressants,  en  faisant  varier 
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le  degré  et  la  nature  du  faisceau  sécant,  tout  en  satisfaisant  toujours  à 
la  condition  indiquée;  ainsi  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  des  ((in- 
génies menées  à  une  courbe  algébrique  parallèlement  à  une  même 
direction  reste  fixe  quand  celte  direction  varie.  (Chasles.  ) 

50.  Si  toutes  les  asymptotes  d'une  courbe  sont  d'inflexion  (la  courbe- 

n'étant  pas  tangente  à  la  droite  de  l'infini),  la  fonction  \  ou  -  ne  devient 

infinie   qu'en   des  points  d'inflexion  de    cette  courbe  et,   par  suite, 
d'après  (17). 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contaet  des  tan- 
gentes menées  par  un  point  quelconque  du  plan  à  une  courbe  algé- 
brique ayant  toutes  ses  asymptotes  d'inflexion  est  un  point  fixe. 

Ce  point  est  également  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  avec  la  courbe  considérée  des  tangentes  communes 
à  celte  courbe  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque. 

En  transformant  ces  propositions  par  la  méthode  de  réciprocité,  on 
arrive  aux  résultats  suivants  : 

Soit  une  courbe  telle  que  toutes  les  tangentes  qu'on  peut  lut 
mener  par  un  point  soient  des  tangentes  de  rebroussement  :  la  po- 
laire de  ce  point  par  rapport  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  eu 
ses  points  de  rencontre  avec  une  droite  quelconque  est  une  droite 
fixe. 

Celle  droite  est  également  la  polaire  du  point  considéré  par 
rapport  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  en  ses  points  de  rencontre 
avec  une  courbe  algébrique  que/conque. 

Ces  propositions  s'appliquent,  par  exemple,  à  l'hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  aux  développées  de  coniques,  etc. 

/  •  /'  ri* 

31.  Si,  au  lieu  de  l'intégrale  i  de,  on  considère  j  V">  on  esl  amené 
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à  la  recherche  du  produit  des  abscisses  qui  correspondent  aux  points 
d'intersection  des  courbes  f  =  o,  F  —  wcp  =  o. 
On  a 

et  Ton  peut  par  suite  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  dislances  à  une  droite  fixe  D  des  points  communs 
à  une  courbe  algébrique  f,  et  à  chacune  des  courbes  d'un  faisceau, 
est  constant,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est  une  qui  ad- 
mette pour  directions  asy in pto tiques  toutes  les  directions  asympto- 
liques  def  et  qui  passe  par  les  points  où  cette  dernière  courbe  ren- 
contre la  droite  D. 

En  particulier  : 

Ce  produit  est  constant  si  toutes  les  courbes  du  faisceau  ont  mêmes 
directions  asymptotiques  et  coupent  aux  mêmes  points  la  droite  D. 

Exemple.  —  Si  Ton  coupe  une  courbe  algébrique  par  une  série  de 
cercles  ayant  deux  points  communs,  A  et  B,  le  produit  des  distances  à 
la  droite  AB  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'un  des  cercles 
est  constant. 

32.  En  partant  de  l'intégrale 

on  arrive  à  des  résultats  semblables  à  ceux  des  nos  28,  29  et  50.  Ainsi, 
par  exemple  : 

La  somme  des  inverses  des  distances  à  une  droite  D  des  points 
communs  à  une  courbe  algébrique  et  à  chacune  des  courbes  d' un 
faisceau  reste  constante  si  V une  des  courbes  du  faisceau  passe  par 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  primitive  avec  la  droite  D  et 
y  a  les  mêmes  tangentes  que  cette  courbe. 

Si  tous  les  points  où  une  droite  D  rencontre  une  courbe  algébrique 
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sont  des  points  d' inflexion,  la  somme  des  inverses  des  distances  à 
cette  droite  des  points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes 
issues  d'un  point  quelconque  est  constante. 

Ce  théorème  s'applique,  par  exemple,  aux  courbes  du  troisième 
ordre. 

53.  L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  conduit  également,  sur 
les  longueurs,  à  des  propriétés  intéressantes,  dans  l'énoncé  desquelles 
figurent  des  systèmes  de  courbes  homofocales,  comme  dans  le  cas  de- 
propositions  sur  les  directions. 

La  distance  de  l'origine  à  la  droite  UH  -+-  Vyj  +  r  =  o  est  donnée 
par  la  formule 

y/U2+Va 
d'où 

T  —       U--+-  V2     ; 

et,  en  coordonnées  homogènes,  en  supposant  qu'on  ait  pour  équation 
de  la  courbe 

/(«,  f>,w)  =  o, 
il  vient 

-  ?  =  t^F^v-  (w  du  -  ud*>). 

Il  résulte  de  cette  expression  que  le  produit  des  distances  de  l'ori- 
gine aux  tangentes  communes  aux  courbes 

f  =  o,         F— X(tta-+- p2)«pç  =  o 

reste  constant  quand  on  fait  varier  le  paramètre  A,  et  l'on  exprimerail 
sans  difficulté  cette  proposition  sous  une  forme  purement  géomé- 
trique, d'ailleurs  un  peu  compliquée. 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  quelques  cas  particuliers. 

54.  Supposons  d'abord  que  la  courbe /=  o  soit  une  conique,  ayanl 
l'origine  pour  foyer.  On  aura 

/(  u,  r,  w)=  u2  -+-  v-  -h  w(au  H-  bv  -h<w  I, 
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d'où 

do  bu  —  av     ,     j  j    s. 

—  _-  =  — — —  (wdu  —  udw  . 

8        /;(tf2-t-^2)v  7 

Le  dénominateur  ne  contient  plus  le  facteur  «>;  on  peut  donc  énoncer 
les  théorèmes  suivants  : 

Le  produit  des  distances  du  foyer  d'une  conique  aux  tangentes, 
communes  à  cette  conique  et  à  chacune  des  courbes  d'un  faisceau 
tangentiel}  est  constant,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est 
une  qui  admette  pour  foyers  les  foyers  de  la  conique. 

Le  produit  des  distances  du  foyer  d'une  conique  aux  tangentes 
communes  à  celle  conique  et  à  chacune  des  courbes  d'un  système 
homofocalj  quelconque  d'ailleurs,  est  constant. 

En  d'autres  termes  : 

Le  produit  des  distances  du  foyer  d'une  conique  aux  2/1  tan- 
gentes communes  à  celle  conique  et  à  une  courbe  algébrique  de 
classe  n  est  égal  au  produit  des  dislances  du  même  point  aux  in 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  conique  par  les  n  foyers  réels  de  la 
courbe. 

.15.  Supposons,  en  second  lieu,  la  courbe  f=  o  étant  quelconque, 
que  l'on  considère  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  des  co- 
niques homofocales,  ayant  l'origine  pour  foyer.  L'équation  générale 
de  ces  coniques  sera 

w(au  -+-  bv  -h  cw)  —  \(ir  -+-  c2)  =  o, 

A  étant  un  paramètre   variable,  et  la  fonction  B(/)   correspondante 
sera 

«/»'—  f/a  WU'—UW' 


0(0 


/,,'»!•(  m2  -+-  r2)   w(au  -+-  bv  -+-  c\v) 
u'2  -+-  v'1 


Les  zéros  du  dénominateur  qui  sont  des  infinis  de  0(/)  sont  ceux 
de  mp;  I»'  résidu  correspondant  à  l'un  d'eux  (3  est 


•  —  r  "/.'—«'/h  "iv'~\ 

P        [/»'"'(«"+'■)     X   J| 
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Or  on  a,  pour  /  —  fl,  puisque  w  est  nul, 
ce  qui  donne  enfin 

d'où,  en  vertu  de  la  formule  fondamentale, 

•do 


2  y-g-=-  //îog-x, 


//  ('«tant  le  nombre  des  zéros  (3,  c'est-à-dire  la  classe  de  la  courbe 
f=o.  Elleetuant  L'intégrale  dans  le  premier  membre,  ou  trouve,  en 
appelante,,  <o2,  ...  les  distances  de  l'origine  aux  tangentes  communes 

à  f=  o  et  à  la  courbe  w(au  -+-  bv  -h  eu-) —  \( ir  -h  p2)  =  o 

0,0,...=  A  A". 

A  étant  une  constante  indépendante  de  \.  Or,  si  l'on  désigne  par  I»  le 
demi  petit  axe  de  la  conique  w(au  -h  bv  -+-  civ)  —  a(m2  -h  p2)  =  o, 
on  a 

A  =  B2c; 
d'où  cette  proposition  : 

Soient  une  courbe  algébrique  C,  de  classe  />,,  e /  une  série  de  co- 
niques liomo  focales,  ayant  pour  foyers  les  points  f  et  f  :  le  produit 
des  dislances  du  point  f  (ou  f)  aux  in  tangentes  communes  à  <  !  et 
à  l'une  des  coniques  est  proportionnel  à  la  puissance  2/1  du  petit 
axe  de  cette  conique. 

5(>.  Les  coordonnées  du  pied  de  la  normale  menée  de  l'origine  a  la 

droite  U£  -+-  Vy]  -+-  1  =  o  sont 

-  U  -  V 


5=    ~ 


r,  = 


'  ~"  l'--h  V- 


On  a 

Joum.de  Math,  (i»  série),  tome  [IL  — Fasc.  III,  188;  \" 


r  _  d\J(U*-Y*-)+2WdV 
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rt,  on  coordonnées  homogènes, 

jr  (  !/'  —  c2  )  /',,'  —  2  uvf'u   ,         j  j      v 

/;(««  +  «;»)« 

La  fonction  6(0  est  ici 

(m2 —  (,i)/v  —  2//C/Û  wu!  —  uw' 


S(i)  = 


/;(«*+ p")1        f_} 


En  raisonnant  comme  au  n°  27,  on  voit  que  : 

/>  centre  des  moyennes  dislances  des  pieds  des  perpendiculaires 
a  baissées  d'un  point  fixe  sur  les  tangentes  communes  à  une  courbe 
algébrique  et  à  chacune  des  courbes  d'un  faisceau  tangent  ici  homo- 
focal}  décrit  une  droite. 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  fixe  sur  les  tangentes  communes  éi  une  courbe 
algébrique  et  à  chacune  des  courbes  d'un  faisceau  langenliel  dé- 
crit une  droite  quand,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est  une 
qui  admet  pour  foyers  tous  les  foyers  de  la  première  courbe. 

57.  De  même,  si  l'on  observe  que  les  courbes  dont  L'équation  lan- 
gentiellê  est  de  la  forme  F  —  A(rr-f-  p2)2<p  =  o  ont  à  la  fois  mêmes 
foyers  et  mêmes  points  de  contact  avec  les  droites  isotropes  issues  de 
ces  foyers,  c'est-à-dire  mêmes  foyers  et  mêmes  directrices,  en  appe- 
lant directrice  correspondant  à  un  foyer  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  deux  droites  isotropes  passant  par  ce 
foyer,  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  que/conque  sur  les  tangentes  communes  et  deux 
courbes  algébriques  reste  fixe  quand  l'une  de  ces  courbes  varie  en 
conservant  ses  foyers  et  les  directrices  correspondantes. 

Le  centre  des  moyennes  dislances  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  quelconque  sur  les  tangentes  communes  à  une 
courbe  algébrique  et  à  chacune  des  courbes  d' un  faisceau  langenliel 
reste  Jixc,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette 
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pour  foyers  et  pour  directrices  correspondantes  les  foyers  et  les 
directrices  de  Ici  première. 

58.    Soit  toujours  posé 


V  U2+V2 
on  a 

o  dà  =    ,Jl   ,    /",  ,  (w  du  —  u  dw  ). 

II  résulte  de  celte  expression  que  : 

La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
tangentes,  communes  à  deux  courbes  algébriques,  reste  constante 
quand  l'une  de  ces  courbes  varie  en  conservant  ses  foyers  et  les  di- 
rectrices correspondantes. 

La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
tangentes  communes  à  une  courbe  algébrique  et  à  chacune  des 
courbes  d'un  faisceau  langenliel  reste  constante,  si,  parmi  les 
courbes  du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour  foyers  et  pour 
directrices  correspondantes  les  foyers  et  les  directrices  de  la  pre- 
mière. 

59.   Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la  remarque  suivante,  qui 
montre  combien  la  méthode  générale  se  plie  aisément  aux  applications. 
Considérons  la  courbe 

U2(aU  -4-  &V)2-X(U2-hV2)=o. 

C'est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  égale  à      ■  donl  les  deux 

y  à 

extrémités  s'appuient  respectivement  sur  les  droites 
Y]  =  o,  at\  —  b\  =  o. 

En  coordonnées  homogènes,  on  a  [tour  son  équation 

u- (au  -h  bv)-  —  l(ir  -\-  r2  m  -  =  o. 
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(  )n  déduirait  aisément  delà,  par  la  mélliodc  générale,  les  théorèmes 
suivants,  donl  quelques-uns  ont  élé  déjà  démontrés  plus  haut,  sous 
forme  plus  générale. 

Soient  ('-  une  courbe  quelconque  de  classe  n ;  D,  et  D.,  deux 
droites  quelconques,  se  coupant  en  un  point  O. 

Les  tangentes  à  C  se  partagent  en  systèmes  de  \n  droites,  telles 
que  lessegments  interceptés  par  les  droites  D,  etD2  su/-  les  tangentes 
d'un  même  système  soient  égaux  entre  eux  : 

i°   Tous  ces  systèmes  ont  même  orientation. 

2°  Le  produit  des  dislances  du  point  O  aux  tangentes  d'un  même 
système  est  constant. 

3°  La  somme  des  dislances  du  point  (  )  aux  tangentes  d' un  même 
système  est  constante. 

4°  Le  centre  des  moyennes  distances  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  O  sur  les  tangentes  d'un  même  système  décrit 
une  droite. 

5"  Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  où  les  tangentes 
d'un  même  système  rencontrent  la  droite  D,  (ou  D.,)  est  fixe. 

6°  La  polaire  du  point  (  )  par  rapport  aux  tangentes  d'un  même 
système  est  une  droite  fixe. 

(  )n  comprend  que  les  applications  de  cette  nature  peuvent  être  mul- 
tipliées indéfiniment;  comme  elles  ne  présentent  aucune  difficulté 
spéciale,  nous  ne  les  poursuivrons  pas  ici,  nous  réservant  d'exposer  et 
de  développer,  dans  un  autre  travail,  les  résultats  principaux  auxquels 
nous  sommes  parvenu  par  cette  méthode. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

DES     COURBES     DE     DIRECTION. 


DÉFINITIONS    ET    PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES. 

40.  Laguerre  a  le  premier  introduit  dans  la  Géométrie  la  notion 
des  courbes  de  direction,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  peuvent  être  re- 
gardées comme  l'enveloppe  de  droites  ayant  un  sens  déterminé. 

Au  point  de  vue  analytique,  ces  courbes  sont  telles  que  la  distance 
d'un  point  quelconque  du  plan  à  une  tangente  soit  fonction  rationnelle 
des  coordonnées  du  point  de  contact. 

D'après  cette  définition,  l'équation  générale  des  courbes  de  direc- 
tion sera,  en  coordonnées  tangentielles, 

(U*+V*)F*(U,V)  =  ?>(U,V), 

F  et  <p  étant  deux  polynômes  entiers  en  LJ  et  V.  En  coordonnées  car- 
tésiennes rectangulaires,  la  courbe  /(£,  yj)  =  o  sera  de  direction  si 
l'expression  f{* -f-  f!£  est  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  de  ;.  r 
pour  toutes  les  valeurs  des  variables  satisfaisant  à  l'équation  /'(  :,  r,  )  =  o. 
Il  résulte  de  là  que  l'arc  d'une  courbe  de  direction  s'exprime  par 
une  intégrale  abélienne  appartenant  à  la  courbe;  nous  pourrons 
donc  appliquer  à  ces  arcs  les  théorèmes  établis  pour  les  intégrales  abé- 
liennes,  et  ces  applications  constitueront  l'objet  de  la  troisième  Partie 
du  présent  travail.  Toutefois,  avant  d'aborder  celle  étude,  nous  exa- 
minerons de  plus  près  la  forme  de  la  différentielle  «le  l'arc  dune  courbe 
de  direction,  et  nous  indiquerons  quelques  propriétés  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  l'expression  obtenue. 

41.  D'après  ce  qui  précède,  si  la  courbe  /*(  ./•,  v.  z)       o  esl  de  di- 
J„urn.  de  Math.  ( ','  série),  Tome  [II.  -  Fasc.  l\.   1887.  49 
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km  [ion,  on  a  identiquement 

(0  V(//+y/;)  =  M2  +  i7; 

M,  \  et  P  étant  des  polynômes  entiers  en  x,  y,  z. 

(  lette  identité  peut  se  mettre  sous  la  forme  plus  simple 

/;-+/;2=+2-i-x/î 

y  el  y  étant  des  polynômes  entiers. 

Pour  le  démontrer,  nous  rappellerons  un  théorème  que  nous  avons 
démontré,  clans  un  travail  antérieur,  sur  Y  Application  de  la  t/téorie 
des  fonctions  fûchsiennes  à  l'étude  des  courbes  algébriques  (  '  ). 

Supposons  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  f  =  o  mises  sous 
la  forme 

a?  =  6,(01      r  =  M0»      s  =  63(0, 

où  0t,  02,  0:1  sont  des  fonctions  thétafuchsiennes  holomorphes  de  /.  de 
degré  u.  et  de  genre  />,  avant  k  zéros  communs  dans  le  polygone 
générateur;  le  degré  n  de  la  courbe  f=  o  sera  égal  à  2u.(  p  —  i)  —  k 
(n°5). 

Cela  posé,  soit  0(/)  une  fonction  thêtafuchsienne  holomorphe,  de 
degré  [xq,  admettant  comme  zéro  multiple  d'ordre;  q  chacun  des  A" zéros 
communs  à  a?, y,  -  :  elle  sera  fonction  rationnelle  de  0,,  82,  03  ;  pour 
que  celte  fonction  rationnelle  soit  une  fonction  entière,  il  faut  et  il  sul'lil 
(  <'l  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  démontré  dans  le  travail  pré- 
cité) qu'on  ait,  en  désignant  par  e,  e'  les  arguments  qui  correspondent 
à  l'un  quelconque  des  points  doubles  de  la  courbe  f  =  o, 

0(e):6î(e)  =  0(t'):0î(O- 

Remplaçons  maintenant,  dans  l'identité  (1),  a?,  r,  z  par  0,  (  /  >.  0_,(  /  1. 
O3(0î  '1  vient,  puisque  f  =  o, 

1        M 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1886. 
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Lette  équation  montre  que  la  fonction  de  /,  (/,'-  -+-  f-  )-,  qui  n'a  évi- 
demment pas  d'infinis  dans  le  polygone  générateur,  est  nue  fonction 
thêtafuchsienne  holomorphe  de  degré  p(n  -  i)  ;  elle  admet,  d'ailleurs, 

comme  zéros  multiples  d'ordre  n  —  i  chacun  des  zéros  communs  à  0,, 
ô2,  0t;  désignons-la  par  Q(f). 
On  a  évidemment 

6(£):er(0  =  0(s'):orl(o, 

puisque,  /,'.  et  fj  s'annulant  au  point  double  (£,  £'),  6(e)  et  6(e'  |  sonl 
nuls.  Par  suite,  0(t)  est  une  fonction  entière,  de  degré  n  —  1,  de  8,, 
82,Ô3. 

Soit  '|(0, ,  92,  03)  cette  fonction. 

On  a,  tout  le  long  de  la  courbe /  =  o, 

et,  par  suite,  il  vient  identiquement,  quels  que  soient  x,  y,  s, 

-p  et  y  étant  respectivement  des  polynômes  de  degrés  n  —  1  et  n  —  2. 
De  là  résultent,  pour  l'arc  de  la  courbe  /  =  o,  les  expressions 

(3)  ds=~Td-  =  jj- 

De  l'identité  (2)  on  déduit  sans  difficulté  que  la  courbe  iL  =  0  esl 
une  courbe  adjointe  de  la  courbe  y  =  o,  et  que,  si  cette  dernière  a  un 
contact  d'ordre  h  en  un  point  avec  la  droite  de  l'infini  z  =  o,  la 
courbe  ^  =  o  a  en  ce  point,  avec  la  même  droite,  un  contact  d'ordre 
h-\. 

(  ]ette  identité  met  également  en  évidence  la  propriété  géométrique 
suivante  des  courbes  de  direction  : 

Les  tangentes  qu'on  peut  mener  à  une  courbe  de  direct  mu  pur  1rs 
points  eyeliques  de  son  plan,  et  dont  les  points  de  contact  sont  à  dis 
tance  finie,  sonl  des  tangentes  d'inflexion. 
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En  d'autres  termes  : 

Les  foyers,  non  singuliers  et  à  distance  finie,  d'une  courbe  de  di- 
rection, sont  les  centres  de  cercles  de  rayon  nul  biosculaleurs  à  la 
courbe. 

42.   L'expression 

ds=%d\ 

montre  que,  si  l'on  s'est  donné  la  fonction  '\>,  qui  n'est  déterminée 
qu'au  signe  prés,  l'élément  d'arc  compris  entre  les  points  H,  r\  el 
ç  -h  d%,  Y]  H-  dr\  a  un  signe  cl,  par  suite,  un  sens  déterminé.  <  •■  sens 
définit  également  celui  de  la  semi-droite  qui  touche  la  courbe  au 
point  E,  Y].  Si  l'on  change  le  signe  de  <j>,  le  sens  change  pour  toute  la 
courbe. 

Il  existe  toutefois  des  courbes  de  direction  pour  lesquelles  la  fonc- 
lion  '|  a  plusieurs  valeurs  différentes;  ces  courbes  sont  nécessairement 
dccomposables  en  courbes  de  degré  moindre. 

Si  l'on  a,  eu  effet, 

/-+/;*  =  ^  +  x/=^+.Xl/} 

on  en  conclut 

(+-+«)(+  +  +«)=/(x.-x). 

et,  comme  <];  et  '\>{  sont  de  degré  n  —  i,  tandis  que /est  de  degré  //.  il 
faut  que  la  courbe  f=  o  se  décompose  en  courbes  de  degré  moindre, 
qui  seront  évidemment  des  courbes  de  direction. 
Soit  alors/=  F©,  avec  les  relations 

f;2-hf;2=g2  +  df, 

?*  +  ir  =  ^  -+-  % 
on  a 

>  /;-  \  ./;-'  :<pa(G2-i-DF)H-F2(r2H-A©)-f-2F©(Fx©;4-F;©;  > 

(4)    j  =(©G-Fr)2-4-AF© 

=  (©G-hFr)a-f-BF©, 
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A  et  B  étant  des  polynômes  entiers.  On  voit  ainsi  que  ^  a  les  quatre 
valeurs  ±  (<pG  —  FT)  et  ±  (<pG  +  FT),  qui  correspondent  évidem- 
ment aux  quatre  combinaisons  que  Ton  peut  faire  en  associant  la 
courbe  F  =  o  ou  cette  courbe  parcourue  en  sens  inverse  avec  la  courbe 
o  =  o  ou  avec  cette  courbe  parcourue  en  sens  inverse. 

45.  Les  courbes  de  direction  jouent,  dans  la  théorie  des  surfaces 
algébriques,  un  rôle  important,  qui  n'a  peut-être  pas  été  remarqué,  et 
que  le  théorème  suivant  met  en  évidence  : 

Toute  ligne  de  courbure  plane,  non  singulière,  d'une  sur/ace 

algébrique  est  une  courbe  de  direction,  dans  le  cas  où  l'angle  con- 
stant sous  lequel  son  plan  coupe  la  surface  n'est  ni  nul  ni  droit. 

Ou  encore  : 

Tout  plan  qui  coupe  une  surface  algébrique,  le  long  d'une  courbe 

non  singulière,  sous  un  angle  constant,  qui  n'est  ni  nul,  ni  droit, 
la  coupe  suivant  une  courbe  de  direction. 

Soit,  en  effet,  la  surface  F(£,y],'()  =  o,  coupée  par  le  plan  '(  =  o  sous 
un  angle  V,  tout  le  long  de  la  courbe /(£,  r\)  =  o. 
On  a 

(5)  F(5,  y),  C)=/(5,i)¥(5,  i,.i:)+Sx«.i.'0 

et,  tout  le  long  de  la  courbe  £  =  o,  /(£,  r\)  =  o, 

a\\  k:-'  _i_  v2  -h  F;2  = —  F? 

\°)  L=  +1^+1î        cos*\     * 

Or,  le  long  de  cette  courbe,  on  a,  d'après  (5), 

f;=  =  ?(£,  y],  o)/ç?      f„  =  ?(;,  y),  o)/;  :      f;  =  /(  \.  rr  o). 

La  relation  (6)  devienl 

r^rno)(ff  +  f^)  =  y;^-rl,o)Uu^\. 
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et,  par  suite,  la  courbe  /=  o  est  bien  de  direction,  si  langV  n'est  ni 
nul,  ni  infini,  et  si  f{  clfo  ne  sont  pas  nuls  le  long-  de  la  courbe. 

De  là  résulte  cette  conséquence  importante  que  les  transformations 
qui  conservent  les  lignes  de  courbure  changent  une  courbe  de  direc- 
tion en  une  autre  courbe  de  direction;  en  particulier  : 

Toute  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  dans  le 
plan  fait  correspondre  à  une  courbe  de  direction  une  autre  courbe 
de  direction. 

dette  proposition,  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  directement,  nous 
scia  utile  plus  lard. 


COURBES    DE     DIRECTION    DU    TROISIEME    ORDRE. 

44.  Les  considérations  qui  précèdent  vont  nous  permettre  de  trouver 
les  courbes  de  direction  les  plus  simples  après  la  ligne  droite  el  le  cercle, 
c'est-à-dire  les  courbes  de  direction  du  troisième  ordre. 

Cherchons  d'abord  les  courbes  de  direction  du  troisième  ordre,  ne 
touchant  pas  la  droite  de  l'infini,  ne  passant  pas  par  les  points  cycliques 
du  plan  et  n'ayant  pas  de  point  singulier. 

Si  /  =  o  est  l'équation  d'une  telle  courbe,  on  a.  comme  toujours. 

Il  résulte  de  cette  équation  que  chacune  des  coniques /,.±  i/Y  touche 
la  courbe  en  trois  points,  situés  sur  la  conique  -|  =  o;  les  tangentes  à 
/*=  o  en  ces  points  passent,  d'ailleurs,  par  l'un  des  points  cycliques  du 

plan  :  on  peut  donc  mener  par  l'un  de  ces  points,  s  =  o,  -  =  i  par 

exemple,  trois  tangentes  à  la  conique  /Jh-(/J=o.  Les  coniques 
/','±  if'=  o  doivent,  par  suite,  se  réduire  à  une  droite  double.  On  a 
ainsi,  en  supposant /(  .c,  v)  réel, 


il  ou 


/;=Aa-Ba,        /;=2AB; 
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A  et  13  sont  deux  polynômes  réels  du  premier  degré  eu  x,  y,  ;.  Écri- 
vons maintenant  que  les  valeurs  de  f  tirées  de  celles  de/,'  et  f  sonl 
égales;  nous  arriverons  ainsi  à  la  forme  de  A  et  B  et,  par  suite,  à  celle 
de  /. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  ce  calcul,  qui  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, nous  dirons  seulement  que,  en  prenant  pour  axe  des  \  la  droite 
A  =  o,  on  arrive  à  trouver  (') 

f',  =  ^-y'\      f>  =  -  2-*7; 

d'où 

/  —  ±x3  —  xy*  -h  A33  =  o, 

a  «'tant  une  constante  arbitraire.  On  peut  ('•crin'  cette  équation 

(7)  x-3—  3xy2  =  asz*         ou         %*-3lrf  =  a*. 

On  démontrerait  ensuite,  sans  difficulté,  qu'il  n'existe  pas  de  courbes 
de  direction  réelles  du  troisième  ordre,  indécomposables,  sans  poinl 
double,  touchant  la  droite  de  Finfini  ou  passant  par  les  points  cycli- 
ques :  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  les  cubiques  de  direction  à  point 
double. 

io.  Si  une  cubique  à  point  double  est  de  direction,  il  faut,  puisque 
les  tangentes  issues  des  points  cycliques  doivent  être  d'inflexion,  el 
puisque  la  courbe  n'a  que  trois  points  d'inflexion,  que  la  cubique 
louche  la  droite  de  l'infini  en  trois  points  confondus,  et  admette  deux 
autres  points" d'inflexion,  à  distance  linie,  tels  que  les  tangentes  en  ces 
points  passent  respectivement  par  les  points  cycliques. 

Son  équation  peul  donc  se  mettre  sous  la  forme 

z  (x-  -+-  y2  )  =  A ( x  ■+-  az)*. 
écrivant  qu'elle  a  un  point  double,  on  trouve 

■i~a\  —  \ 


('  )  On  trouverait  également  dans  le  courant  du  calcul  des  courbes  de  direction 
du  troisième  ordre  se  décomposant  en  courbe  de  direction  de  degré  moindn 
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et  on  vérifie  qu'elle  est  de  direction.  On  a  en  effet 

/;a  -+-/;2 = o*  -+-  «-)1  [3  *o*  +  «-)  -  u 12- 

[Vous  avons  donc  une  seconde  catégorie  de  cubiques  de  direction 
données  par  l'équation 

(8)  27/w(£2  +  yj2)  =  (Sh-  {m)3. 

46.  Les  cubiques  de  direction  sont,  d'ailleurs,  remarquables  à  plus 
d'un  titre.  Considérons  d'abord  celles  de  la  première  catégorie.  Nous 
savons  que  les  tangentes  qu'on  peut  leur  mener  par  les  points  cycliques 
du  plan  sont  d'inflexion,  et  que  les  points  de  contact  des  trois  tangentes 
issues  d'un  môme  point  cyclique  sont  sur  une  droite.  Comme  on  a 

/;+-  //;  =  -  3(7  +  ixy,     /;- 1/;= -  3(7  -  ixy, 

on  voit  que  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  cyclique 
sont  sur  la  droite  qui  joint  l'autre  point  cyclique  à  l'origine.  Si  Ton  re- 
marque, de  plus,  que  les  trois  asymptotes  sont  des  tangentes  d'inflexion, 
el  qu'elles  concourent  à  l'origine,  on  peut  énoncer  la  propriété  sui- 
vante de  la  courbe  : 

Le  triangle  formé  par  l'origine  et  les  deux  points  cycliques  est 
tel  que  les  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe  par  l'un  des  som- 
mets de  ce  triangle  sont  trois  tangentes  d' 'inflexion K  et  que  leurs 
points  de  contact  sont  sur  le  côté  opposé. 

L'existence  d'un  pareil  triangle  caractérise  une  cubique  équianhar- 
monique. 

Inversement,  toute  cubique  équianharmonique  peut  être  projetée 
suivanl  une  courbe  de  direction  :  il  suffit  de  faire  coïncider  les  projec- 
tions de  deux  des  sommets  de  son  triangle  inflexionnel  avec  les  points 
cycliques  du  nouveau  plan. 

En  coordonnées  polaires,  l'équation  des  cubiques  de  direction  prend 
une  forme  simple.  Si  Ton  pose 

£  =  pcos(o.  Y]  =  psino), 


SUR    LE    THÉORÈME    D  AHEI  .  j-<) 

on  trouve 

p3(coss(o  —  3coscosin2a>)  =  «:!         ou         p3cos3<o  =  a3. 

Ces  courbes  appartiennent  donc  à  la  classe  si  remarquable  des  courbes 
pn=  Acosrcco,  sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  plus  lard. 

Il  nous  sera  également  utile,  dans  la  suite,  de  connaître  l'expression 
des  coordonnées  des  points  de  la  cubique  (7  )  en  fonction  elliptique  d'un 
paramètre. 

Soit  pu  la  fonction  de  M.  Weierstrass,  correspondant  au  cas  de 
#2  =  0.  On  a 

01  1  on  pose 

1 

1 

r,  —  —s —  ? 

,i — 3^7   <P" 

on  trouve,  en  éliminant  pu  et  p'w  entre  ces  trois  relations, 

Examinons  maitenant  les  cubiques  données  par  l'équation  (  8). 

En  coordonnées  polaires,  on  a  aisément 


03  eos.î  w  —  ms. 


équation  d'une  forme  analogue  à  celle  trouvée  plus  haut,  et  qu'on  sait 
appartenir  à  la  caustique  par  réflexion  d'une  parabole,  les  rayons  lumi- 
neux étant  perpendiculaires  à  Taxe. 

PROPRIÉTÉS    DES    ARCS    DES    COURBES    DE    DIRECTION. 

47.  Soit 

■  (L      ,r  il     ;  dx         et  h 

OS  =  -h  d&  =  -jr  — — —. 

/ï]  Ji  z~ 

la  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  de  direction,  /=  o,  de  degré  n 

Joum.  de  Math.  (.','  série),  tome  III.       Fasc.  IN.  1887.  ,0 
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La  somme  des  arcs  compris  sur  celle  courbe,  entre  les  points  d'inter- 
section de  /=o  avec  les  deux  courbes  de  degré  m,  F —  //Ocp  =  o, 
F  —  i/o  —  o,  esl  donnée  par  la  formule  fondamentale  établie  dans  la 

première  Partie;  elle  est  égale  à  —  V  /    r^du,  en  désignant  par  2rp 

la  somme  des  résidus,  par  rapport  aux  zéros  de  z2JJ. ,  de  la  fonction 
de  /, 

6(0.=  *<*'*-*'*>■ 

La  courbe  ^  =  o  étant  une  courbe  adjointe,  on  n'a  pas  à  s'occuper  des 
zéros  de/'  <pii  correspondent  à  des  points  singuliers  de  /—  o  et  qui 
donneraient  des  résidus  nuls;  on  sait  d'ailleurs  que  les  autres  zéros 
de  /'  annulent  x' z  —  z'x\  il  n'y  a  donc  à  former  que  les  résidus  qui 
correspondent  à  des  zéros  (3  de  z. 

Avant  d'aborder  la  question  à  ce  point  de  vue  général,  nous  énon- 
cerons les  propositions  qui,  d'après  les  principes  posés  dans  La  première 
Partie,  se  déduisent  immédiatement  de  la  forme  de  Q(t). 

I.  La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction 
par  (leur  courbes  quelconques  de  même  degré  et  n'ayant ,  avec  la 
première,  aucune  direction  asymptolique  commune  est  nulle,  si, 
parmi  les  courbes  du  faisceau  déterminé  par  ces  dernières,  il  en 
est  une  qui  admette  pour  asymptotes  toutes  les  asymptotes  de  la 
courbe  de  direction. 

La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction  pur 
deux  courbes  quelconques,  ayant  les  mêmes  asymptotes,  est  nulle. 
pourvu  que  les  courbes  sécantes  //aient,  avec  la  proposée,  aucune 
direction  asymptotitjue  commune. 


Pour  compléter  ces  propositions,  il  reste  à  examiner  le  cas  où  toutes 
les  courbes  du  faisceau  sécant,  F—  i/o  =  o,  passent  par  un  OU  plu- 
sieurs points  à  L'infini  sur  la  courbe  /  —  o. 

Si  V(t)  admet  q  fois  Le  zéro  [3,  il  faudra,  pour  que  (3  u'annule  pas  le 
dénominateur  de  0(f),  que  9 (t)  admette  q  -H  2  fois  ce  zéro;  ce  cas  se 
présente  eu  particulier  si  cp(\r,  r,  c  )  est  de  la  forme  S7+2ç,(  r,y,  z). 
Par  suite  : 
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La  somme  des  arcs  à  distance  finie  interceptés  sur  une  courbe  de 
direction  par  deux  courbes  de  même  degré  ayant,  arec  la  première, 
des  contacts  d'ordre  p„  p.,,  ...  en  des  points  an  a2,  ...  à  l'infini. 
est  nulle,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  déterminé  pur  les  courbes 
sécantes,  il  en  est  une  qui  ait,  avec  la  courbe  de  direct  ion.  des  con- 
tacts d'ordre  p{  +  2,/)2  +  2,  ...  aux  points  a(,  a2,  .... 

Cette  somme  est  nulle,  en  particulier,  si  les  deux  courbes  sécantes 
ont  entre  elles,  en  tous  leurs  points  à  l'infini,  un  contact  d'ordre 
p  -h  2,  p  désignant  le  plus  grand  des  nombres  /;, ,  p., 

INTERSECTION    d'uNE    COURBE    DE    DIRECTION    ET    d'un    FA.ISCEA.1 
DE    COURBES    A.SYMPTOTIQUES. 

48.  Avant  d'examiner  le  cas  général,  où  les  courbes  du  faisceau  sé- 
cant sont  quelconques,  il  nous  sera  utile  d'étudier,  avec  quelques  dé- 
tails, le  cas  où  ces  courbes  sont  asymptotiques  entre  elles,  c'est-à-dire 

le  cas  où  y(x,y,  s)  est  de  la  forme  zot(x,  y,  z),  <p,  étanl  un  polynôme 
de  degré  m  —  i . 


La  fonction  S(t)  s'écrit  alors 


6(0  = 


*/{jc'z  —  ./;■ 


Tl 


Supposons  que  la  courbe  F  =  onc  passe  par  aucun  des  points  à  l'in- 
fini sur  f==  o.  Les  points  à  l'infini  sur  la  courbe  /=  o  peuvent  être 
des  points  ordinaires,  à  tangente  distincte  ou  non  de  la  droite  de  l'in- 
fini, des  points  multiples  à  brandies  séparées  ou  tangentes  entre  elles. 

Soit  (3  l'argument  de  l'un  de  ces  points. 

Si  le  point  est  simple,  [3  est  un  zéro  simple  de  :(  l  »;  on  peut,  d'ail- 
leurs, supposer  que  les  axes  des  coordonnées  \  el  r\  ont  été  choisis  de 
façon  que  la  courbe  f  =  o  n'ait  aucun  point  à  l'infini  dans  la  direction 
de  ces  axes;  alors  x(fi)  ety([3)  ne  sont  pas  nuls.  <  )n  a.  en  ce  cas,  pour 
le  résidu 

Si  le  point  est  simple  et  si  la  droite  de  l'infini  a  en  ce  point,  avec  la 
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courbe,  un  contact  d'ordre/?,  (3  est  un  zéro  d'ordre  p  -h  i  de  ;(  /  ),  et 
l'on  a 

Si  le  point  est  un  point  multiple  d'ordre  h  à  branches  séparées,  les  A 
valeurs  de  l'argument  qui  lui  correspondent  sont  distinctes  et  le  résidu 
qui  correspond  à  chacune  d'elles  a  la  même  forme  que  dans  le  cas  du 
point  ordinaire;  si  plusieurs  branches  de  la  courbe  sont  tangentes 
entre  elles  au  point  [3,  p  -+-  i  valeurs  de  l'argument  sont  égales,  et  l'on 
a  pour  le  résidu  correspondant  la  même  expression  que  dans  le  cas 
du  poinl  où  la  droite  de  l'infini  a  un  contact  d'ordre  p  avec  la  courbe. 

Dans  tons  les  cas,  on  a,  si  (3  est  l'argument  d'un  point  à  l'infini  sur 
la  courbe/—  o, 


Or  la  relation 


/:     =     /; 

y*'-*y'~ 


zx  —  xz 


donne,  dans  tous  les  cas,  pour  /  =  (3,  puisque  x($)  et  y($)  sont  diffé- 
rents de  zéro,  et  que  z(l)  est  de  la  forme  (/  —  [3)7-,,  -,  ne  s' annulant 
pins  pour  /  =  [3, 

\fx~\    .__  y_ 

L/;Jp 

On  en  tire 
et  par  suite  les  deux  expressions  données  pour  /-p  deviennent 

On  devra  donner  au  radical,  dans  ces  expressions,  le  signe  de  --  pour 

J  y 

/  =  ?. 

Cette  valeur  de  /  annulant  z,  il  résulte  des  expressions  précédentes 
que  la  valeur  de  r«  ne  dépend,  en  supposant  que  les  courbes  F  =  <>  ci 
<p,  —  o  ne  passent  pas  simultanément  par  le  poinl  J3.  que  de  la  valeur 
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^  (r)'  c'est-à-dire  de  la  direction  asymptotique  correspondante,  et 
du  signe  de  j-  pour  /  =  [3. 

Or,  d'une  manière  générale,  on  a,  sur  une  courbe  de  direction. 

ds  —  ~  <lz, 

cl  le  sens  de  Tare  élémentaire,  par  suite  aussi  celui  de  la  tangente  qui 

est  le  même,  est  déterminé  par  le  signe  de  -f,;  inversement,  si,  en   deux 

points  a  et  b  situés  sur  une  même  courbe  de  direction  ou  sur  deux 
courbes  de  direction  différentes,   les  tangentes   sont  parallèles  el  de 

même  sens,  les  valeurs  de  -^  auront  le  même  signe  pour  les  deux  cour- 

bes.  En  particulier,  le  signe  de  j-,  sera  le  même,  en  un  point  à  l'infini. 

J  y 
commun  à  deux  courbes  de  direction,  si  les  asymptotes  correspon- 
dantes des  deux  courbes  sont  parallèles  et  de  même  sens. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  valeurs  des  résidus  /-p  ne  chan- 
gent pas  si  l'on  remplace  la  courbe /=  o  par  une  autre  courbe  de  di- 
rection de  même  degré,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  à  celles  de  la 
première  et  de  même  sens. 

On  peut,  en  particulier,  choisir  la  courbe  formée  par  les  semi-droites 
menées  par  un  point  quelconque  parallèlement  aux  asymptotes  de 
f=  o,  et  de  même  sens  que  ces  asymptotes  :  nous  dirons  cpie  ce  fais- 
ceau de  semi-droites  est  asymptotique  à  la  courbe  de  direction. 

Si  la  courbe  f  =  o  a  en  un  point  nu  contact  d'ordre  y  avec  la  droite 
de  L'infini,  ou  si  elle  a  en  un  poinl  multiple  à  l'infini  (j  -+-  i  branches 
tangentes  entre  elles,  et  correspondant  à  une  même  valeur  de  /,  le 
faisceau  de  semi-droites  asympto tiques  comprendra  // -f-  i  droites  pa- 
rallèles à  la  direction  asymptotique  correspondante,  et  toutes  de  même 

,i  .  . 

sens.  Ce  sens  est,  en  effet,  déterminé  parle  signe  de   :-,  fonction  qui  n  a 

.'  ■ 

évidemment  qu'une  seule  valeur  pour  la  valeur  unique  de  /  qui  coi 
respond  au  poinl  ou  aux  branches  considérées. 

Remarquons  enfin  que,  dans  ions  les  cas,  el  quelle  que  soii  la  na- 
ture du  point  à  l'infini  d'argument  3.  r ;,  est  nul  si  ce  poinl  est  l'un  des 
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points  cycliques  du  plan  :  il  n'y  aurait  d'exception  que  si  F  s'annulait 
pour  /  =  (3,  c'est-à-dire  si  toutes  les  courbes  du  faisceau  sécant  pas- 
saient parle  point  considéré,  cas  que  nous  avons  écarté. 

49.  De  cette  discussion  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

II.  La  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction 
par  deux  courbes  asymplotiques  quelconques  est  égale  à  la  somme 
des  segments  interceptés  par  les  mêmes  courbes  sur  tout  faisceau 
de  semi-droites  asymptoliqucs  à  la  première . 

Si  la  courbe  de  direction  ne  touche  pas  la  droite  de  V infini,  la 
somme  des  arcs  interceptés  est  égale  à  la  somme  des  segments  in- 
terceptés sur  les  asymptotes. 

La  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  asymplotiques 
s  m-  une  courbe  de  direction,  qui  n'a  pas  d'autres  points  à  l'infini 
que  les  points  cycliques  du  plan,  est  toujours  nulle. 

On  suppose,  dans  tous  ces  énoncés,  que  les  courbes  sécantes  n'ont 
aucune  direction  asymptolique  commune  avec  la  courbe  de  direction 
considérée. 

50.  De  ces  théorèmes  découle  immédiatement  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Trouver  toutes  les  courbes  de  direction  sur  lesquelles  la  somme 
des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  asymptoliqucs  est  toujours 
mille  ('). 

Pour  qu'une  courbe  de  direction  jouisse  de  cette  propriété,  il  faut 
cl  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  directions  asymptotiques 
non  isolî-opes  soient  deux  à  deux  parallèles  et  de  sens  contraire. 

Cette  condition  est  remplie  en  particulier,  comme  on  l'a  dit  plus 
haut,  si  la  courbe  n'a  pas  d'autres  points  à  l'infini  que  les  points  cycli- 
ques. 


I1)   Les  courbes  sécantes  sont  supposées   n'avoir  aucune   direction   asvmpto- 
tique  commune  avec  la  proposée. 
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En  dehors  des  points  cycliques,  qui  pourront  être  des  points  simples 
ou  multiples  de  la  courbe,  tous  les  autres  points  à  l'infini  devront  être 
des  points  multiples,  d'ordre  pair.  Si  l'un  de  ces  points  es!  à  branches 
séparées,  et  d'ordre  ip,  p  des  asymptotes  correspondantes  devronl 
être  de  sens  opposé  aux  p  autres.  Si  le  point  a  p  branches  tangentes 
entre  elles  et  formant  un  cycle  ('),  c'est-à-dire  correspondant  à  la  même 
valeur  de  /,  il  faudra  que  les  asymptotes  relatives  aux  p  autres  bran- 
ches soient  de  sens  opposé  à  l'asymptote  relative  au  cycle.  Enfin,  si  la 
courbe  a  en  un  point  avec  la  droite  de  l'infini  un  contact  d'ordre  p 
pour  une  de  ses  branches,  il  faudra  qu'une  autre  branche  ail  au  même 
point  avec  la  même  droite  un  contact  du  même  ordre,  el  que  1rs  di- 
rections asymptotiques  qui  correspondent  aux  deux  branches  soient  de 
sens  contraire. 

51.  Les  plus  intéressantes  des  courbes  (pic  l'on  vient  de  rencontrer 
sont  celles  qui  ne  rencontrent  la  droite  de  L'infini  qu'aux  points  cycli- 
ques; elles  présentent  d'ailleurs,  dans  la  catégorie  des  courbes  de  di- 
rection, une  grande  généralité,  puisque  les  transformées  par  rayons 
vecteurs  réciproques  d'une  courbe  de  direction  quelconque  à  partir 
d'un  point  non  situé  sur  cette  courbe  sont  des  courbes  de  direction 
(n°  45)  n'ayant  pas  d'autres  directions  asymptotiques  que  les  direc- 
tions isotropes.  Une  courbe  de  direction  quelconque  donne  ainsi  nais- 
sance à  une  infinité  de  courbes  de  la  classe  qui  nous  occupe. 

Cette  propriété  permet  de  définir  anal)  tiquement  ces  courbes:  elles 
sont  l'enveloppe  des  cercles 

(9)  ^-f-P7)  =  A(^-hyr), 

X  étant  une  constante,  et  u,v  deux  paramètres  liés  par  une  relation  de 
la  forme 

(lo)  (  u1    ■    V*  )  F2!  //.ri::  o-<  h,<   ), 


(')  Nous  appellerons  cycle,  d'après   M.   Halphen,   l'ensemble   des    branches 
d'une  courbe  qui  correspondent,  en  un  point  de  cette  courbe,  à  une  même  va 
leur  de  la  variable  auxiliaire,  à  l'aide  de  laquelle  les  coordonnées  sont  exprimées 
d'une  manière  uniforme  aux  environs  du  point  considéré 


-}8(i  G.    HUMBERT. 

Cette  relation  est  en  effet  l'équation  tangentielle  générale  des  courbes 
de  direction,  et  le  cercle  (9)  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  à  partir  de  l'origine,  de  la  tangente  u\  -+-  pyj  -+-  1  =  o.  Il 
faut  toutefois  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  tangentielle  (10) 
ne  passe  pas  par  l'origine. 


COURBES    CYCLIQUES    DE    DIRECTION. 

52.  Les  courbes  de  direction  qui  ne  coupent  la  droite  de  l'infini 
qu'aux  points  cycliques  du  plan,  et  que  nous  appellerons,  pour  abréger, 
courbes  cycliques  de  direction,  présentent  une  particularité  ana- 
lytique remarquable  et  dont  les  conséquences  géométriques  ont  un 
grand  intérêt  :  c'est  que  la  fonction  ty(x,  y,  z)  correspondante  est 
généralement  de  la  forme  z<pn  la  courbe  fy,  =  o  étant  une  courbe  ad- 
jointe de  la  courbe  de  direction  considérée,  et  la  fonction  y,  restant  par 
J  Jt[ 

suite  finie  aux  points  multiples  de  celte  courbe. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  cyclique/  =  o,  de  degré  2V,  ait, 
en  chacun  des  points  cycliques  1  et  J,  un  [joint  multiple  djordre  v,  à 
branches  séparées,  et  qu'elle  ne  touche  pas  la  droite;  de  l'infini.  Soient 
a,,  a2, . . .,  av  les  valeurs  de  l'argument  qui  correspond  aux  v  branches 
passant  par  T.  Les  courbes  fx—  o,  fy=  o  ont  en  I  un  point  multiple 
d'ordre  v  — I,  et  par  suite  les  fonctions  de  t,  fx  et  f'y  admettent  v  —  1 
lois  chacun  des  zéros  a,,  a2,  . . .,  av.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction  -j/, 
vertu  de  l'identité 

/;»+/;>  =  <p  +  x/. 


Mais  de  plus  la  fonction  %  s'annule  pour  t  —  au  aa, av.  On  a  en 

J  y 
effet,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

fx       f  y 


z.r   —  xz 


d'où  l'on  tire 


y-      _  s'*{x*  -h  y-)  -  a  :■:■'{. r.i'  -\-y/)  +  z*(a?'* -{-/*) 
r 


(IJ)  /;=«   -  iz'.r-.c'zY 
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Par  hypothèse,  z'(t)ne  s'annule  pas  pour  t  —  ati.  ,.,ay,  puisque  la 
droite  de  l'infini  ne  touche  pas  la  courbe  /=  o;  le  dénominateur  de 
l'expression  précédente  n'est  donc  pas  nul,  tandis  que  le  numérateur 
est  nul,  en  même  temps  que  z  et  x2  -+- y2.  On  en  conclut  que  \  admet 
au  degré  v  de  multiplicité  au  moins  les  zéros  a,,  a2,  . . .,  av,  ce  qui  ne 
peut  se  faire  que  si  la  courbe  '}  =  o  a  un  point  multiple  d'ordre  v 
en  I.  Le  même  raisonnement  se  répète  au  point  J,  et,  comme  '\  est  de 
degré  2v  —  i,  la  courbe  '\  —  o  se  décompose  en  la  droite  de  l'infini  el 
en  une  courbe  de  degré  2v  —  2,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  v  —  i 
en  chacun  des  points  I  et  J.  C'est  la  proposition  qu'il  s'agissail  d'éta- 
blir. 

Ce  théorème  peut  cesser  d'être  vrai  si  la  courbe  /=  o  a,  aux  points 
1  et  J,  des  branches  tangentes  entre  elles  et  correspondant  à  une  même 
valeur  du  paramètre,  ou  si  elle  touche  la  droite  de  l'infini. 

Soit  en  effet  a  une  des  valeurs  de  l'argument  qui  correspondent  an 
point  I;  on  aura,  en  posant  t —  a  =  T,  dans  les  environs  du  point  a, 


(.2) 

d"où 


Z  =  CT'-H  C,T*+ 

'+..., 

x  =  p    h-  ai7" 

+  a,^' 

y=pi   +&7r 

+  bt  t'+i 

x  -hyi  =  At'-H  A,-:*4"'  -h, 


s  étant  au  moins  égal  à  /■. 

Si  la  tangente  correspondante  n'es!  pas  La  droite  de  l'infini,  ce  sera, 

par   un  choix   convenable  de   l'origine    des   coord ées,    la    droite 

x  -\-yi-  o,  et  la  quantité  s  sera  supérieure  à  a.  L'ordre  dacycle 
formé  par  les  branches  considérées  scia  q\  la   classe  scr;i  s—  </  (  '  ). 

Dans  l'expression  donnée  plus  haut  pour  p^>on  voit  qu'au  numérateur 

le  terme  de  moindre  degré  en  7  scia  de  l'ordre  de  -■''  -■*-*,  el  au  déno- 

(')  L'ordre  d'un  cycle  est,  d'après  M.  Halphen,  le  nombre  de  points  confondus 

avec  l'origine  de  ce  cycle  dans  le  nombre  total  des   points  d'intersecti le   la 

courbe  et  d'une  droite  différente  de  la  tangente  au  cycle;  si  cette  droite  est  la 
tangente,  le  nombre  des  points  d'intersection  confondus  avec  l'origine  du  cy<  l< 
est  é  g  a  I  à  la  somme  de  Tordre  et  de  la  classe  de  ce  cycle. 

Journ.  de  Math,  d"  série),  tome  III.  —  Fasc.  1\ .  iss:  '  ' 
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minateur  de  Tordre  de  -.2q~2;  par  suite,  -h^  sera  de   Tordre  de  t*;  le 

Jy 
coefficient  du  terme  en  t*  est  d'ailleurs  égal  à 

zctqAplq-s]^; 

il  n'est  pas  nul,  car  q  est,  par  hypothèse,  inférieur  à  s.  Il  en  résulte 
(juc  s  est  nécessairement  pair,  et  que  la  fonction  -p  admet  le  zéro  a  au 
degré  -  de  multiplicité.  Par  conséquent  la  valeur  de  —  pour  /  =  a 
dépendra  du  signe  doq  —  ->  c'est-à-dire  delà  demi-différence  entre 
Tordre  et  la  classe  du  cycle  considéré.  Dans  le  cas  particulier  où 
Tordre  est  égal  à  la  classe,  -jj  reste  fini  pour  t  =  a;  c'est  précisément 
ce  que  nous  avons  vérifié  plus  haut  pour  le  point  multiple  à  branches 
séparées  ;  -jj  s'annule  pour  t  =  a  si  la  classe  du  cycle  est  supérieure  à 

ZJ  y 

son  ordre;  enfin  -Ç7  devient  infini  pour  t—  a  si  Tordre  est  supérieur  à 

zJy 
la  classe. 

Si  Ton  suppose  que  la   tangente  correspondant  au  cycle  a   est  la 

droite   de  l'infini  z  =  o,  on  aura  q"^>'s\  Tordre  du  cycle  sera  .s,   sa 

classe  q  —  s.  L'expression  -^sera  toujours  de  Tordre  de  x*et  par  suite 

,    *  y 
a  sera,  pour  la  fonction  -^j-,  >  un  infini  d'ordre  égal  à  q j  c'est-à-dire 

la  somme  de  la  classe  et  du  demi-ordre  du  cycle  considéré.  Cet  ordre 

devra  être  pair,  et,  en  aucun  cas,  -—-,  ne  peut  rester  fini  pour  /  =  a(f)- 

ZJ  y 


INTERSECTION    D  UNE    COURBE    CYCLIQUE    DE    DIRECTION 
ET    DE    DEUX    COURBES    QUELCONQUES. 

53.  La  propriété  de  la  fonction  ^,  dans  le  cas  où  la  courbe  cyclique 
de  direction  û'a,  aux  points  I  et  J,  que  des  branches  distinctes,  et  ne 

(')  s  étant  pair,  il  y  a  au  moins  deux  branches  du  cycle  tangentes  à  la  droite 
de  l'infini;  il  en  résulte  que  les  courbes  cycliques  de  direction,  dont  les  branches 
à  l'infini  sont  distinctes,  ne  touchent  pas  la  droite  de  l'infini. 
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touche  en  aucun  de  ces  points  la  droite  de  l'infini,  permet  d'exprimer 
simplement  la  somme  des  arcs  interceptés  sur  cette  courbe  par  deux 
courbes  quelconques  de  degré  m. 

Il  s'agit,  en  effet,  d'évaluer  les  résidus  par  rapport  aux  zéros  de  z(t) 
de  la  fonction 

6(0  - 


*-(-;-) 


Or,  d'après  l'hypothèse,  ■—  reste  fini  pour  tout  zéro,  [S,  de  si  /),  et 

y 

Ton  a,  pour  le  résidu  correspondant  à  ce  zéro,  qui  esl  un  zéro  simple 

de  z, 

Pour  calculer  ^-77»  reportons-nous  aux  relations  (  1 1)  et  (12).  Dans 

ces  dernières,  on  devra  supposer,  z  désignant  la  quantité  /  —  {3,  que  y 
est  égal  à  1,  et  s  au  moins  égal  à  2. 

Soit  d'abord  s  —  2,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  général;  la  tangente  à  la 
branche  (3  au  point  cyclique  correspondant,  ï,  a  un  contact  simple 
avec  cette  branche. 

On  a  donc 

Z=   CI    -h    C4T2-K  .  ., 

.r  +  jj*  —  A:2+  A,t3-k  . ., 
x—yi=  ij)  -+-   Ht  -+-.... 

Portant  ces  valeurs  dans  (1 1),  on  a 


(I  on 


Or,  si  Ton  considère  la  courbe  définie  par  les  relations 

x  -hyi  =  A:J. 


3(jO  G.     HUMBERT. 

t  désignant  un  paramètre  variable,  on  voit  que  cette  courbe  est  un 
cercle 

o     ,  o  2  A I)      q 

cl  que  ce  cercle  a  au  point  cyclique  I  un  contact  du  second  ordre  avec 
la  branche  de  courbe  p.  La  courbe  de  direction  étant  supposée  réelle, 
ce  cercle  aura  également  un  contact  du  second  ordre  avec  une  des 
branches  de  la  courbe  au  point  cyclique  J.  Soit  R  son  rayon;  on  a 

Or,  si  dans  la  fonction  0(*)  on  avait  considéré x, y,  z  comme  repré- 
sentant les  coordonnées,  non  plus  d'un  point  de  la  courbe  de  direction, 
mais  d'un  point  du  cercle,  on  aurait  trouvé  de  môme,  pour  le  résidu 
correspondant  à  la  valeur  t  =  o, 

(!-«)r  =  N/^=±R,/=-i,        d'où        '•  =  ±7F37V 

Le  signe  sera  le  même  que  celui  de  rp,  si  Ton  donne  au  cercle  le 
sens  même  de  la  branche  qu'il  oscule;  quant  à  la  quantité  -  —  u,  elle 

est  la  même  dans  /•  et  dans  r«,  puisqu'elle  est  égale  à  -    '  '       —  u.  H 

n'y  aurait  d'exception  que  si  les  deux  courbes  F  =  o  et  z>  —  <>  passaient 
toutes  deux  par  le  point  I. 

5i.  De  cette  discussion  résulte  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

III.  La  .somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe  cyclique  de 
direction,  à  brandies  cycliques  distinctes,  par  deux  courbes  quel- 
conques de  même  degré,  est  égale  à  la  somme  des  arcs  interceptés 
par  ces  mêmes  courbes  .sur  les  cercles  qui  oscillent  à  V infini  les  bran- 
di es  de  la  courbe  primitive. 
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Il  faut,  toutefois,  que  les  courbes  sécantes  ne  passent  pas  simultané- 
ment par  les  points  cycliques. 

On  arriverait  à  une  conclusion  analogue  pour  les  courbes  à  branches 

tangentes  entre  elles  à  l'infini,  dans  le  cas  où  -^  reste  fini  et  différenl 

de  zéro  pour  l'argument  correspondant,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la 
classe  du  cycle  formé  par  ces  branches  est  égale  à  son  ordre. 

o5.  Ces  résultats  vont  nous  permettre  de  déterminer  toutes  les 
courbes  de  direction  sur  lesquelles  la  somme  des  arcs  interceptés 
par  deux  courbes  quelconques  de  même  degré  est  toujours  nulle 

A  priori,  il  est  clair,  d'après  la  théorie  des  intégrales  abéliemics,  que 
ces  courbes  sont  celles  dont  l'arc  s'exprime  par  une  intégrale  abélienne 
de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe  ;  les  courbes  cycliques 
de  direction  peuvent  seules  jouir  de  cette  propriété. 

En  effet,  soit  <:/.?=  ~  - — ^j— —  dt  la  différentielle  de  l'arc  ;  lés  infinis  de 

J  y  z" 

-r  ne  peuvent  être  que  les  zéros  de  z2  ;  or,  pour  que  -j  reste  fini  poui 

z  =  o,  il  faut  <pie  •]/  s'annule;  mais  nous  avons  trouvé  que,  pour  une 
valeur  (3  de  t  annulant  z,  on  avait 


«-/■ 


•  '*5 


Il  est  donc  nécessaire  que  la  courbe  n'ait  pas  à  l'infini  d'autres  points 

que  les  points  cycliques. 

Si  maintenant  a  est  un  argument  correspondant  à  un  de  ces  points  I. 
et  si  l'on  désigne  par  o  ety  le  degré  et  la  classe  du  cycle  relatif  à  cel 

argument,  on  sait  que  -^7  admet  a  pour  zéro  au  degré  de  multiplicité 
Y~°;  la  quantité  -  -  admet  a  comme  infini  simple;  il  en  résulte, 

s  ds  n    • 

puisque  ^— ^  est  nécessairement  eut  ici-,  que  ^  reste  fini  pour  /      oc,  si 

l'ordre  du  cycle  est  inférieur  à  sa  classe.  Dans  le  cas  où  la  branche  esl 
simple,  S  =  1 ,  il  faul  que  7  soil  supérieure  i,  c'est-à-dire  que  la  tan 
gente  à  la  branche  soil  d'inflexion  :  comme  d'ailleurs  7  devra  être  égal 
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au  moins  à  3,  la  tangente  aura  un  contact  du  troisième  ordre  au  moins 
avec  la  branche. 

.*>(>.   On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

IV.  La  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  quelcon- 
ques, de  même  degré,  sur  une  courbe  cyclique  de  direction  ne  lou- 
chant pas  la  droite  de  l'infini,  est  toujours  nulle  si  celte  courbe  n'a, 
à  V infini,  que  des  cycles  dont  la  classe  surpasse  V ordre. 

l'ai  particulier  : 

La  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  quelconques,  de 
même  degré,  sur  une  courbe  cyclique  de  direction,  est  toujours 
nulle  si  les  asymptotes  de  cette  courbe  sont  toutes  distinctes  et  in- 
/Jexionnelles. 

Les  deux  courbes  sécantes  peuvent  avoir  des  points  communs  sur  la 
courbe  de  direction,  et  ces  points,  quels  qu'ils  soient,  même  dans 
le  cas  où  ils  sont  à  l'infini,  n'interviennent  pas  dans  les  théorèmes  pré- 
cédents; on  n'a  à  tenir  compte  que  des  arcs  compris  sue  la  courbe  de 
direction  entre  les  autres  points  où  elle  est  coupée  par  les  deux  courbes 
sécantes. 

Ces  propositions  peuvent,  d'ailleurs,  se  vérifier  en  remarquant  que 
toutes  les  quantités  rp  sont  nulles  dans  les  cas  considérés. 

Enfin  : 

Si  la  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  quelconques 
de  même  degré  sur  une  courbe  algébrique  est  toujours  nulle,  celte 
courbe  est  nécessairement  une  courbe  cyclique  de  direction,  n'ayant 
à  r infini  que  des  cycles  dont  la  classe  surpasse  l'ordre. 

EXEMPLES. 

57.  Il  est  intéressant  de  former  directement  l'équation  de  quelques- 
unes  de  ces  combes  remarquables  :  la  propriété  précédente  permel 
toujours  de  reconnaître  facilement  si  une  courbe  donnée  rentre  ou  non 
dans  la  catégorie  qui  nous  occupe  ;  mais  elle  ne  se  prête  pas  simplement 
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à  former  l'équation  ponctuelle  ou  tangentielle  générale  de  toutes  les 
courbes  de  cette  catégorie. 

Les  plus  simples  de  ces  courbes  ne  peuvent  être  que  du  quatrième 
degré  au  plus.  Si,  d'ailleurs,  il  existait  une  courbe  cyclique  de  direction 
de  ce  degré,  on  obtiendrait,  en  la  transformant  par  rayons  vecteurs 
réciproques  à  partir  de  l'un  de  ses  points,  une  courbe  de  direction  du 
troisième  degré  passant  par  les  points  cycliques,  courbe  que  nous 
savons  ne  pas  exister. 

Ce  n'est  donc  pas  avant  le  sixième  degré  que  nous  devons  chercher 
une  courbe  jouissant  des  propriétés  indiquées. 

58.  Prenons  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproque-,  à 
partir  de  l'origine,  de  la  courbe  de  direction  du  troisième  ordre 

c3  cosjco  =  a\ 
nous  trouvons 

p3  —  a3  cos3w, 
c'est-à-dire 

(x2  +  y2)3  =  a3z*(x3—5xy2). 

Soit  C  cette  courbe  du  sixième  degré,  qui  est  évidemment  une  courbe 
cyclique  de  direction;  pour  l'étudier  aux  points  1  et  J,  posons 

X  =  x  -+-yi\ 

Y  =  x—yi. 

Son  équation  devient  . 

x3Y3=-Vrx3-f-Y:,i. 

Sous  celte  forme,  on  voit  que  les  trois  tangentes  aux  points  \  =  o, 
z  =  o,  sont  les  droites 

2 

qui  sont  distinctes;  une  quelconque  de  ces  droites  coupe  la  courbe  en 
six  points  confondus  aux  points  X  =  o,  z  =  o;  elle  a  donc  un  contael 
du  troisième  ordre  avec  la  branche  qu'elle  louche. 
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II  en  résulte  que  Tare  de  la  courbe  C  est  exprimable  par  une  inté- 
grale abélienne  de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe. 

Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  ci-dessous.  Un  cercle  la  coupe  aux 
points  cycliques  et  en  six  points  à  distance  finie;  ces  six  points  coïn- 


cident avec  l'origine,  si  le  cercle  considéré  est  le  cercle  de  rayon  nul 
ayant  Torigino  pour  centre. 

On  déduit  de  là,  on  particulier,  la  propriété  suivante  : 

Un  cercle  passant  par  le  point  triple  réel  O  coupe  la  courbe  en 
trois  autres  points  à  distance  finie  A,  B,  C.  Le  plus  grand  des 
ares  OA,  OB,  OC,  sur  la  courbe  C,  est  égal  à  la  somme  des  deux 

autres. 

Cette  propriété  permet  aisément,  si  Ton  suppose  la  courbe  tracée, 
de  porter  sur  cotte  courbe,  à  partir  d'un  point  donné,  un  air  égal  à  la 
somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs  donnés  sur  la  courbe  par  leurs 
'■\i  rémités. 

Remarque.  La  courbe  C  est  de  genre  un,  puisqu'elle  esl  la 
transformée  par  inversion  d'une  courbe  de  ce  genre;  les  coordonnées 
de  ses  points  soin  doue  des  fonctions  doublement  périodiques  d'un 
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paramètre  u,  et  l'arc  doit  être  proportionnel  à  ce  paramètre.  On  peut 
le  vérifier  aisément  en  partant  des  expressions  données  an  n°  46. 

M.  W.  Roberts  avait  déjà  observé  que  l'arc  de  cette  courbe 
s'exprime  par  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce  (Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XII  ),  mais  sans  remarquer 
que  cette  intégrale  appartient  à  la  courbe. 

59.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  les  courbes  donl  L'é- 
quation polaire  est,  en  désignant  par  n  un  entier  supérieur  à  zéro, 

p2"+,  =  a2"+'  cos(2/i  +  i)oj  (  //>i) 

sont  des  courbes  cycliques  de  direction,  jouissant  de  la  propriété  que 
la  somme  de  leurs  arcs  compris  entre  deux  courbes  quelconques  de 
même  degré  est  toujours  nulle. 

En  premier  lieu,  ce  sont  bien  des  courbes  de  direction,  car  on  a 

ds  —  !^a2"-' 

"*    p2rt  "■  1 

ou,  si/(<;,  Y))  =  o  est  l'équation  de  la  courbe, 

expression  qui  est  bien  une  différentielle  abélienne  appartenant  à  la 
courbe. 

Ce  sont  ensuite  des  courbes  cycliques;  car  leur  équation,  en  posanl 

toujours 

X  =  x-h\/\         Y  =  x—)i. 

peut  s'écrire 

\im-i  y2"-1-1  =  -a2"* "'  (X2"+l  h-  V'-"  ■ 'jc2"^' . 

et  l'on  voit  de  plus  que  les  tangentes  au  point  \  =  <>,  z  =  o  sonl  dis 
tinctes   et  ont  avec  la  branche  de  courbe  qu'elles  Iouc1i.miI   un   COI) 
tact  d'ordre  2i»  +  i.  Par  conséquent,  si  n  est  au   moins  égal  à    i,  la 
proposition  est  démontrée. 

Journ.  de  Math.  (4«  série),  tome  III.  —  Fasc.  IV 
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Ces  courbes  intéressantes  ont  été  étudiées  par  de  nombreux  géo- 
mètres, parmi  lesquels  on  doit  citer  notamment  Maclaurin,  Euler, 
L'Hôpital,  Fagnano,  Riccati,Lamé,  Serret;  MM.  O.  Bonnet,  Halphen, 
Haton  de  la  Goupillièrc,  W.  Roberts  et  Fouret;  la  propriété  qu'on 
vient  d'établir  nous  paraît  compléter  utilement  les  propositions  qu'on 
a  données  sur  leurs  arcs. 

60.   Les  beaux  travaux  de  M.  Halphen  sur  ces  courbes  vont  nous 
permettre  d'étendre  ces  considérations. 
Soit  la  courbe  cyclique 

pA  =  COSTCO, 

où  l'on  a/i  =  q->Q  et  s  étant  deux  nombres  positifs  premiers  entre 
eux.  Elle  sera  de  direction  si  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  un 
cercle  de  rayon  un,  concentrique  à  l'origine,  est  ce  que  M.  Halphen 
nomme  une  courbe  de  première  catégorie,  c'est-à-dire,  comme  1  a 
fait  voir  ce  géomètre,  si  le  dénominateur  de  la  fraction  irréductible 
1      ou      s     est  pair.  En  d'autres  termes,  la  courbe  sera  de  direction 

I  s :  +  q  l 

si  q  et  s  sont  impairs. 

L'ordre  des  cycles  à  l'infini,  aux  points  I  et  J,  est,  comme  on  le  voit 
très  facilement  en  appliquant  les  méthodes  de  M.  Halphen,  égal  à  .v. 
la  classe  est  égale  à  q.  Donc,  si  q  >  s,  l'arc  de  la  courbe  s'exprimera 
par  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce,  appartenant  à  la  courbe. 

Par  suite  : 

L'arc  de  toute  courbe  représentée  en  coordonnées  polaires  par 
une  équation  de  la  forme 

2n  +  l 

27TT7  i  '. /'    ;    i 

a  P  -+■  i 


9.q  -y\ 


ohpetq  sont  deux  entiers  non  négatifs,  tels  que  la  fraction 
soit   irréductible,  s'exprime  par  une  intégrale  abélienne  de  pre- 
mière espèce  appartenant  à  la  courbe,  sip  est  plus  grand  que  </. 
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Ces  courbes  jouissent  donc  de  la  propriété  fondamentale  signalée 
aux  nos  55  et  56. 

61.  Nous  allons  maintenant  indiquer  une  classe  très  générale  de 
courbes  de  cette  nature,  en  nous  appuyant  sur  le  caractère  géomé- 
trique qu'elles  doivent  présenter  aux  points  I  et  J. 

Soit  une  courbe  quelconque  de  direction,  ne  passant  par  aucun  des 
points  cycliques;  appelons  O  un  point  du  plan  extérieur  à  S. 

La  transformée  de  S  par  rayons  vecteurs  réciproques  à  partir  de  O 
est  une  courbe  cyclique  de  direction  S';  cherchons  quelles  sont  ses 
tangentes  aux  points  I  et  J. 

Soit  m  un  point  commun  à  S  et  à  la  droite  OJ;  le  point  transformé 
de  m  sera  le  point  J,  et  la  tangente  en  J  à  la  branche  correspondante 
sera  la  droite  transformée  de  la  droite  \m  :  ce  résultat  est  connu  par 
la  théorie  générale  de  l'inversion.  Pour  que  celle  tangente  à  S'  en  .1  ait 
avec  la  branche  correspondante  un  contact  du  second  ordre  au  moins, 
il  fautetil  suffit  que  la  droite  Imait  en  m,  avec  la  courbe  S,  un  contael 
du  premier  ordre  au  moins. 

La  courbe  S'  n'aura  donc,  à  l'infini,  que  dos  tangentes  inflexion- 
nelles  si,  en  tous  les  points  supposés  simples  des  droites  K)  et  .H  ),  les 
tangentes  à  S  passent  respectivement  par  les  points  J  et  I. 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant  X  =  x  ■+-  iy, 
Y  =  x  —  iy  et  en  désignant  par/(X,  Y,  z)  =  o  l'équation  de  S. 

et,  réciproquement,  si/*  et  /Y  sont  divisibles  respectivement  par  \ 
et  Y,  la  condition  sera  remplie. 

Or,  pour  que  la  courbe  F(x,y,z)  =  o  soil  d(>  direction,  il  suffit 
qu'on  ait  identiquement 

f;+f; =+•(«,*«) 

si  l'on  pose 

X.  =  x  -h y i,  }   =  x  —  yiy 

et  si  F(x,  y,  z)  devient,  par  cette  substitution,  /(X,  N  .  s),  on  aura 

4/i/fBS^(X,Y,*). 
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On  aura  donc  une  courbe  de  direction  S,  de  l'espèce  cherchée,  en 

posant 

/,=  X2?2(\>. 

/;:=Y2?2(Y), 

<p(X)  étant  une  fonction  entière  de  X.  La  même  fonction  doit  figurer 
dans  /y  pour  que  la  courbe  F(x,y,  z)  soit  réelle. 
On  a  ainsi,  pour  équation  de  S, 

o  =  s=  rxx2?2(X)dx+  fVç2(Y)«nf-+-A. 

A  étant  une  constante  différente  de  zéro,  et  la  courbe  S'  sera  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  S  à  partir  de  l'origine. 
Soit  posé 

X2  ?2(X)  =  aX2  H-  bX*  +  cX*  +  . .  .-f-  IX2\ 
on  aura 

S  =  |  (X"  -f-  Y»)  -h  | (X*  +  Y*)  +. . .+  ^-x  (X2—  +  Y—  )  +  A 

ou  en  coordonnées  polaires,  en  posant  Ç  =  p  cosco,  y]  =  p  sinco,  d'où 

X  =  p(cosco  -f-  iana>),         Y  =  p(cosco  —  tsino)  ). 

il  viendra 

S  =  ?  03  COs3(0  4-  7  p*  COS4(0  4-.  .  .H —  p1*"  C0s(2V  H-  l)(0  +  A. 

On  peut  mettre  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme  définitive 

(S  )      ap8  cos 3 (on-  (3p4cos4<o  +...H-  Xp2v+I  cos(2v  h-  i)w  =  [x. 

a,  p,  . . .,  \  sont  des  constantes,  telles  que  la  dérivée,  par  rapport  à  p, 
de  la  fonction 

ap'-h  &>*  +  ... H- V"' 

soit  le  carré  parfait  d'un  polynôme  entier  en  p. 
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La  transformée  de  S  par  rayons  vecteurs  réciproques  à  partir  de 
l'origine  a  une  équation  de  la  forme 

(S')     ap2v~2cos3w  +  f$p2v-s  cos4û)  -+-..  .-f-Xcos(2v  +  i)co  =  up2/~'. 

et  son  arc  est  exprimable  par  une  intégrale  abélienne  de  première  es- 
pèce si  la  dérivée,  par  rapport  au  paramètre,  de  la  fonction 

aO3  4- (3Q4 +  ...-+-  X02VM 

est  le  carré  d'un  polynôme  entier  en  0. 

On  obtient  ainsi  une  classe  étendue  de  courbes  satisfaisant  à  la  con- 
dition proposée;  en  particulier,  si  Ton  suppose  tous  les  coefficients  a, 
P,  ...  nuls,  sauf  X,  on  trouve  les  courbes  p2v+l  =  A  cos(2v  -+-  i)w,  déjà 
rencontrées. 


INTERSECTION    D  UNE    COURBE    DE    DIRECTION    QUELCONQUE 
ET    DE    DEUX    COURBES    ALGÉBRIQUES. 

62.  Revenons  maintenant  au  problème  général  de  l'évaluation  de 
la  somme  des  arcs  interceptés  par  deux  courbes  de  même  degré  sur  une 
courbe  de  direction  quelconque;  nous  trouverons  encore  des  résultats 
simples  dans  le  cas  où  la  courbe  considérée  n'a,  à  l'infini,  que  des  points 
simples  ou  des  points  multiples  à  branches  distinctes,  <•[  si  elle  ne 
touche  pas  la  droite  de  l'infini. 

Soit  (3  l'argument  d'un  point  à  l'infini  sur  celte  courbe  f=  o,  de  de- 
gré n  :  par  hypothèse,  (3  est  un  zéro  simple  de  z(t). 

On  a  toujours 

6(0=4  ' 


/ 


J     -■> 


Pour  trouver  le  résidu  /*p,  écrivons 

6(0 


H 


il      i 

di   ; 
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Posons  l  —  |3  =  t;  on  a,  en  désignant  par  x0,  x'0,  ...  les  valeurs  de  X, 
x\,  ...  pour  t  =  o, 

x  =  v^;  +  ...  =  ^i+x  +  jxt  +  ..., 

s  z  0  t  + . . .  a  0  t 

dt  z   ~        s'  -2         ! 

Le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  0(/)  sera  donc  égal  à 
_  ^£,  multiplié  par  la  valeur  de  la  dérivée  par  rapport  à  t  de  la  fonction 
%——i  pour  t  =  o  :  cette  fonction  ne  s'annule  pas,  en  effet,  pour 

t  =  o,  si  le  point  considéré  n'est  pas  un  des  points  cycliques  du  plan. 
On  a  ainsi 

—  xo  i  /^Y    i    ^o/^\    (F''f  —  F<?')o 


ll_lt\     \/r/o        -o   \frJo     (F— "?)o 


Je  dis  que  le  premier  terme  de  7-p  est  nul  pour  t  =  (3.  On  a,  en  effet, 


d'où 


et  je  dis  que  la  dérivée  de  -L  >  par  rapport  à  /,  s'annule  pour  t  =  (3. 

Jy 
On  peut  toujours  supposer  que  les  axes  de  coordonnées  ne  sont  pa- 

f 
rallèles  à  aucune  des  asymptotes  de  la  courbe  f=o;  le  rapport  •-— 

reste  donc  fini  pour  /  =  (3.  Pour  montrer  que  la  dérivée  de  j,  s'annule 

pour  cette  valeur,  il  suffit  donc,  en  vertu  de  la  relation  précédente,  de 

f 
faire  voir  que  la  dérivée  de  4£  s'annule. 

Jy 
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4oi 


Or  on  a 


et 


f*  _.  r*' -y* 

J  y           "'^         *'  'J 

a? 

y 

étant  posé        A  = 

x' 

y 

x" 

y 

Si  l'on  fait,  dans  cette  relation,  t=  p,  il  vient,  puisque  z((J)  =  o, 
et  que,  par  suite  de  l'hypothèse,  z'($)  n'est  pas  nul,  ^  jz  =  o,  et  Ton 
a,  par  conséquent, 


r  xij   F'o-Fo'l 

"p-  U/;(f-«<p)iV 


F'  et  <p'  désignent  les  dérivées  de  F  et  o  par  rapport  à  /. 
Or  on  a 


F'  =  F>'  4-  F;y  +  Fiy,         ?'  =  ?>'  -4-  ?;.y  +  ?;  s'  • 

m¥  —  F'xx  -+-  F^y  -+-  F'.z,  my  =  y'xx  -+-  o\.y  -f-  o'.  z. 

m  étant  le  degré  des  courbes  F  =  o,  cp  =  o.  On  tire  de  là 

m(F'o  -  F<p')  =  (x/-yx')(jxVy-  oyVx)  -f-. . .. 

et,  à  cause  des  relations  xf'x-\-yf'y  -h  zf.  =  o  ;  ,///, .-r-y'/y  +  z'/«  =  °< 
il  vient 

m(P?  -  f?')^^--  =/;(?;f;-  f.,.?;  >  +...= j, 

en  désignant  par  J  la  jacobienne  des  trois  fonctions  /,  ap  et  F. 
On  tire  de  là 


Le  second  membre  est  une  fonction  de  ->  c'cst-à-diiv  de  la  direction 

X 

du  point  à  l'infini  considéré;  lr<  dérivées  de  la  fonction  /',  par  rapport 
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à  x,  y  et  z,  n'y  figurent  que  par  leurs  rapports,  car  •]>  est  de  la  forme 

fl \J  '  +  jk*  et  J  de  la  forme  A/,  +  Bfy  +  C/^  • 

Il  en  résulte  que  la  valeur  de  r^ne  change  pas  si  Ton  remplace/ par 
une  autre  courbe  passant  par  le  point  à  l'infini  considéré  et  ayant 
même  tangente  en  ce  point;  par  conséquent,  2rp  ne  change  pas  si  l'on 
remplace  la  courbe  /—  o  par  le  système  de  ses  asymptotes.  Donc  on 
peut  énoncer  ce  théorème  : 

V.  Soit  C  une  courbe  de  direction  ne  passant  pas  par  les  points 
cycliques,  n'ayant  à  l'infini  que  des  points  simples  ou  des  points 
multiples  à  branches  distinctes,  et  ne  touchant  pas  la  droite  de  Vin- 
fini;  la  somme  des  arcs  interceptés  sur  C  par  deux  courbes  quel- 
conques de  même  degré  est  égale  à  la  somme  des  segments  que  ces 
courbes  interceptent  sur  les  asymptotes  de  C. 

On  peut  citer  comme  exemple  de  ce  genre  de  courbes  celles  qui  ont 
pour  équation 

p2"+l  cos(2«  -h  i)oj  =  a2""', 

où  n  est  un  entier  non  négatif. 

En  combinant  ce  résultat  et  celui  des  nos  53,  54,  on  arrive  à  la  pro- 
position générale  suivante  : 

VI.  Soit  G  une  courbe  de  direction  n'ayant  à  l'infini  que  des 
points  simples  ou  des  points  multiples  à  branches  distinctes,  ne 
touchant  pas  la  droite  de  l' infini  el  admettant  comme  point  multiple 
d'ordre  \x  chacun  des  deux  points  cycliques  ;  la  somme  des  arcs  in- 
terceptés sur  C  par  deux  courbes  quelconques  de  même  degré 
est  égale  à  la  somme  des  arcs  que  ces  courbes  interceptent  sur  les 
asymptotes  non  isotropes  de  C  et  sur  les  cercles  qui  oscillent  respec- 
tivement à  l'infini  les  brandies  cycliques  de  cette  courbe  ('). 


(  '  )   Dans  ces  énoncés,  on  suppose  toujours  que  les  courbes  sécantes  ne  passent 
simultanément  par  aucun  des  points  à  l'infini  de  la  courbe  de  direction. 
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65.  Nous  terminerons  ce  Mémoire  en  énonçant  quelques  proposi- 
tions qui  sont  relatives  aux  centres  de  gravité  des  arcs  interceptés  sur 
certaines  courbes  de  direction  par  des  courbes  de  même  degré,  et  <jui 
se  démontrent  sans  difficulté  en  appliquant  la  formule  fondamentale  aux 

intégrales  /  -  ds  et  /  4  ds. 

I.  Les  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction  par  deux 
courbes  de  même  degré,  osculalrices  entre  elles  en  tous  leurs  points 
à  l'infini,  ont  une  somme  algébrique  nulle;  de  plus,  le  centre  de 
gravité  des  arcs  comptés  positivement  dans  cette  somme  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  des  arcs  comptés  négativement. 

II.  Les  arcs  interceptés  sur  une  courbe  cyclique  de  direction  par 
fleur  courbes  ayant  les  mêmes  asymptotes  ont  une  somme  algé- 
brique nulle,  et  le  centre  de  gravité  des  arcs  positifs  coïncide  avec 
celui  des  arcs  négatifs. 

(  )n  suppose  dans  ces  énoncés  que  la  courbe  de  direction  n  a  avec 
les  courbes  sécantes  aucune  direction  asymptotique  commune. 

(  lomme  application  du  dernier  théorème,  on  a  une  propriété  simple 
des  centres  de  gravité  des  arcs  d'un  cercle  compris  entre  deux  coniques 
ayanl  mêmes  asymptotes. 

III.  Les  arcs  interceptés  sur  une  courbe  de  direction  par  deux 
courbes  quelconques  de  même  degré  ont  une  somme  algébrique 
nulle,  et  le  centre  de  gravité  des  arcs  positifs  coïncide  avec  celui 
des  arcs  négatifs,  si  la  courbe  de  direction  considérée  est  une  courbe 
cyclique,  n'ayant  à  l'infini  que  des  cycles  dont  la  classe  surpasse  le 
tri/de  de  l'ordre. 

Exemple.  —  La  courbe  de  direction  est  une  des  courbes 

2/) -4-1 
p2,/+l_-      \    COg  W 

pela  étant  deux  nombres  entiers,  non  négatifs,  tels  que  la  fraction 

... 
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2    +|  s°it  irréductible,  et  que  /?  soit  supérieur  à  3^  +  i.  Eu  particu- 
lier, on  aura  dans  cette  classe  les  courbes 

p  étant  un  entier  au  moins  égal  à  2. 
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Les  fonctions  fuclisiennes   et   V  Arithmétique  ; 


Par  M.  H.  POIIVCARE 


I. 


Notations   et  définitions. 


Dans  le  Mémoire  qui  va  suivre,  et  qui  a  pour  objet  l'étude  arithmé- 
tique des  fonctions  fuchsiennes,  nous  ferons  usage  cTiin  système  abrégé 
de  notations  qui  a  déjà  été  assez  souvent  employé. 

Nous  désignerons  une  substitution  linéaire  quelconque  par  une  seule 
lettre. 

Ainsi  soit 

FO,  y,  z) 

une  forme  homogène  en  x,  y  et  z. 

Considérons  une  substitution  linéaire  portant  sur  ces  trois  variables 
et  définie  parle  système  de  neuf  coefficienl- 

a,     bt     c, 
a.,      //.,      r , 


<i 


c,   ! 


Nous  désignerons  par  exemple  cette  substitution  par  la  lettre  S. 

Alors  la  notation 

F. S 
désignera  la  forme 

F(a,x  -h  b,y  -+-  c,z,  a2x  -+-  b.,v  ■+-  c2*,  azx  +  b,y  h< 
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Comme  F.  S  sera  aussi  une  forme  homogène  en  x,  y,  z 
rons  lui  appliquer  une  autre  substitution  linéraire 


z,  nous  cour- 


se 


Nous  obtiendrons  ainsi  la  forme 

'<-/,  (a\ x  -h  b\y  -+-  c\ z) H-  bt(a2x  -f-  b[,y  -h  c2z) -+- c, (à3x 

F     a.,  (  a\  x  -4-  b\y  -f-  c\  z  )  -h  b2  (  «'2  x  -+-  b'.2y  -f  c'2-s)  4-  c,  («'.,  a? 

_a,(a',  x  H-  />',>'  -h  c',  z) H-  63(a2 a?  4-  b.,y  +  c[,  z)  -+-  cz(a3 x 

que  nous  désignerons  parla  notation 


ou  plus  simplement 


(F.S)S', 

F. S. S'. 

Gela  définit  en  même  temps  la  substitution  SS'  et  montre  que  L'on  a 

F(SS')  =  (FS)S#. 

Nous  allons  considérer  en  particulier  la  forme  quadratique 

$  =  Y2-XZ, 

dépendant  des  trois  variables  indépendantes  \,  Y  et  Z  et  les  transfor- 
mées de  cette  forme  quadratique  par  diverses  substitutions  linéaires  S. 
Il  est  aisé  de  trouver  toutes  les  substitutions  linéaires  S  qui  n'altèrent 
pas  (D,  c'est-à-dire  qui  sont  telles  que 

$.s  =  $. 

Mais  il  convient  d'abord  de  distinguer   ces  substitutions  en   deux 
sortes. 

1  ne  transformation  qui  n'altère  pas  une  forme  quadratique  peul 


s  écrire 
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as       bt       C, 


f*°7 


a.x     b2     c2 
Formons  l'équation  en  S,  du  troisième  degré 


aK  —  S         bK  c, 

a.,         b2  —  S         c2 
a,  b.,         c,  —  S 


o. 


cette  équation  aura  une  racine  égale  à  -+-  i,  ou  une  racine  égale  à  —  i . 
Dans  le  premier  cas,  la  transformation  sera  dite  droite;  dans  le  second 
cas,  elle  sera  gauche. 

Dans  ce  qui  va  suivre  nous  ne  nous  occuperons  que  des  transforma- 
tions droites,  de  déterminant  -+- 1 .  Il  est  aisé  de  voir  alors  que  les  sub- 
stitutions semblables  droites  de  la  forme  $  peuvent  s'écrire 


S  = 


-  2  8(3     y.o  -+■  (3y      —  2  ay 
p2  -  a|3  a2 


où  a,  (3,  y,  £  sont  quatre  quantités  quelconques  telles  que 

(a$  —  fr)*=i. 

Nous  n'envisagerons  que  les  substitutions  à  coefficients  réels;  nous 
supposerons  donc  que  a,  jï,  y,  o  sont  réels,  de  sorte  qu'on  devra  avoii 


ao  —  [Jy  = 


i . 


Nous  rejetterons  également  les  substitutions  de  déterminanl  -  i .  de 

sorte  qu'on  aura  enfin 

ao  —  (3y  =  i . 


Nous  avons  appelé  substitutions  fuchsiennes  les  substitutions  de  la 
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forme 

(,   «  +  p\ 

T'y* +  3/ 
où  a,  [5,  y,  o  sont  des  quantités  réelles  telles  que 

y.o  —  (3y  =  i . 

On  voit  ainsi  qu'à  la  substitution  S  correspondra  une  substitution 
fuchsienne 


Si  S  et  S'  sont  deux  transformations  linéaires  qui  n'altèrent  pas  (I>, 
et  que  s  et  s'  soient  les  -substitutions  fuchsiennes  correspondantes,  à  la 
transformation  SS'  correspondra  la  substitution  fuchsienne  ss'. 

A  tout  groupe  discontinu  de  transformations  n'altérant  pas  'I*  cor- 
respondra un  groupe  fuchsien,  et  réciproquement. 

Soit  maintenant  T  une  transformation  linéaire  de  déterminant  quel- 
conque et  qui  altère  $.  Posons 

F  =  <1>.T. 

La  forme  quadratique  F  sera  inaltérée  par  certaines  substitutions 
linéaires  de  déterminant  i,  que  nous  appellerons,  pour  employer  une 
expression  consacrée  par  l'usage,  transformations  semblables  de  F. 

A  toute  transformation  semblable  de  F  correspondra  une  transfor- 
mation semblable  de  (r\ 

Si  en  effet  S  est  une  transformation  semblable  de  <I>,  T-1  ST  sera  une 
transformation  semblable  de  F. 

Ainsi  à  toul  groupe  discontinu  de  transformations  semblables  de  F 
correspondra  un  groupe  de  transformations  semblables  de  (I\  et  par 
conséquenl  un  groupe  fuchsien;  e1  réciproquement. 

Supposons  que  F  ait  ses  coefficients  entiers;  parmi  les  transforma- 
tions semblables  de  F  nous  distinguerons  celles  donl  les  coefficients 
soni  entiers.  Elles  formenl  un  groupe  discontinu  qui  a  déjà  attiré  l'at- 
tention de  nombreux  arithméticiens  désireux  de  parcourir  la  voie  qu'a 
ouverte  M.  Hermite. 
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A  ce  groupe  discontinu  correspondra  donc  un  groupe  fuchsien  el 
par  conséquent  un  système  de  fonctions  fuchsiennes.  De  pareilles  fonc- 
tions fuchsiennes  pourront  s'appeler  fonctions  fuchsiennes  arithmé- 
tiques {CL  Bulletin  de  l'Association  française  pour  V avancement 
des  Sciences,  t.  X,  p.  i32  et  i38,  et  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  Note  du  29  mars  1886). 

Le  but  du  présent  travail  est  l'étude  de  ces  fonctions  fuchsiennes 
arithmétiques  et  de  leurs  applications  à  la  théorie  des  nombres. 

Je  me  propose  en  particulier  d'établir  que  ces  fonctions  admettenl 
un  théorème  qui  peut  être  regardé  comme  la  généralisation  du  théo- 
rème d'addition  des  fonctions  elliptiques,  ce  qui  ne  parait  pas  avoir 
lieu  pour  les  fonctions  fuchsiennes  ordinaires. 

Pour  compléter  ce  système  de  définitions  qui  me  seront  nécessaires 
dans  la  suite,  je  vais  rappeler  ce  qu'on  doit  entendre  par  indice  d'un 
sous-groupe. 

On  peut  trouver  dans  le  groupe  principal  un  certain  nombre  de 
substitutions 

telles  que  toute  substitution  du  groupe  principal  puisse  se  mettre  d'une 
manière  et  d'une  seule  sous  la  forme 

T,S,. 

T,  étant  une  substitution  du  sous-groupe  et  SA  une  substitution  du 
système  (1). 

Le  nombre  des  substitutions  de  ce  système  (qui  peut  d'ailleurs  être 
infini)  est  l'indice  du  sous-groupe. 

Le  groupe  commun  à  deux  groupes  (r  et  (  i'  est  le  groupe  formé  de 
toutes  les  substitutions  communes  à  (i  et  à  (  ■  . 

Deux  groupes  sont  commensurables  quand  leur  groupe  commun  est 
pour  chacun  d'eux  un  sous-groupe  d'indice  fini. 

On  définirait  de  même  le  groupe  commun  à  trois  groupes  ou  la  coin 
mensurabilité  de  trois  groupes. 

Voici  maintenant  quelques  propositions  qu'on  peu!  déduire  Immé- 
diatement de  ces  définitions. 
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i°  Soient  G  et  G'  deux  groupes  quelconques,  C  leur  groupe  com- 
mun, soit  g  un  sous-groupe  d'indice  fini  de  G;  soit  c  le  groupe  com- 
mun à  g  et  à  (!';  c  sera  un  sous-groupe  de  C;  je  dis  que  ce  sera  un 
sous-groupe  d'indice  fini. 

Soit  //  l'indice  du  sous-groupe  g. 

Soient 

o, ,      o2,      •  •  • ,      5„ 

//  substitutions  convenablement  choisies  dans  Le    groupe  G.    Ton  le 
substitution  de  G  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

T<SA         (k  =  1,2,  ...,ra), 

T,  riant  une  substitution  de  g. 

Nous  pourrons  toujours  supposer  que  S,  se  réduit  à  la  substitution 
identique 

S,  =  i. 

Formons  le  tableau  des  substitutions  de  C,  c'est-à-dire  des  substi- 
tutions communes  à  G  et  à  G'.  Nous  pourrons  les  classer  en  //  classes. 
(  Chacune  d'elles  peut,  en  effet,  se  mettre  sous  la  forme  T,-SA  et  K  peut 
prendre  n  valeurs  différentes.  Il  peut  arriver  toutefois  qu'une  ou  plu- 
sieurs des  classes  ainsi  définies  ne  contienne  aucune  substitution. 

Soient 

T,,     To,      ...,     T,-,      —     à  l'infini, 

les  substitutions  de  la  première  classe  qui  correspond  au  cas  de  À  —  1 
et  de 

SA=  S,  =  i. 

Ce  seront  par  définition  les  substitutions  du  sous-groupe  c. 
Nous  pourrons  supposer 

Soient  maintenant 

T  S        T'  S  T'  S 

i  (  o2,        1,0, lj  o.2, 

les  substitutions  de  la  seconde  classe. 


LES    FONCTIONS    FUCIISIENNES    ET    l' ARITHMÉTIQUE.  \  I  I 

Je  dis  que  toutes  ces  substitutions  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

T  T  S 

T,  étant    une    substitution   de   la    première    classe,  c'est-à-dire  du 
groupe  c. 

Je  dis  que  l'on  aura  par  exemple 

t;.s2  =  t,t;s2, 

T,  appartenant  à  c;  cela  revient  à  dire  que 

T  T   ' 

appartient  à  c.  En  effet,  TJ  et  T't  appartenant  par  hypothèse  à  g-,  il  en 
est  de  même  de  TtT~1  ;  de  plus,l"  S2  et  T',  S,  appartenant  à  G',  il  en 

sera  encore  de  même  de 

t;.s2(t<s2)-,  =  t;t';'. 

Cette  dernière  substitution  faisant  partie  à  la  fois  de  g  et  de  (i  fera 
partie  du  groupe  commun  c. 

Ainsi  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe  (  !  réparties  en  n  classes 
pourra  s'écrire 

T  T  T 

T  S  T  T  S  T  T  S 

T"  S         T  T  S  I  T  S 


quelques-unes  <\c>  classes  pouvant  manquer. 

Par  consféquenl  l'indice  de  c  par  rapport  à  (  '  est  au  plus  égal  <\  l'in- 
dice de  g  par  rapporl  à  (i. 

2°  Si  #•  et  gr'  sont  deux  sous-groupes  d'indice  Bni  de  (  i  el  de  <  ■  .  leur 
groupe  commun  sera  un  sous-groupe  d'indice  fini  par  rapporl  au 
groupe  commun  de  <  «  el  de  (  î  . 

Celle  proposition  se  déduit  immédiatement  de  la  précédente. 

Journ.  de  Math.  |  \'  série  i,  tome  ni        Fasc.  i\  .  >s-  '  l 
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3°  Si  g  et  g'  sont  deux  sous-groupes  d'indice  fini  par  rapport  à  un 
même  groupe  G,  leur  groupe  commun  sera  encore  un  sous-groupe 
d'indice  fini  de  G. 

'i0  Si  deux  groupes  G  et  G'  sont  commensurables  à  un  même  troi- 
sième  G",  ils  seront  commensurables  entre  eux,  et  les  trois  groupes 
seront  encore  commensurables  entre  eux. 

Soient  en  effet  Cn  C2  et  G3  les  groupes  communs,  respectivement  à 
G  et  à  G",  à  G"  et  à  G,  et  enfin  à  G  et  à  G'. 

Soit  enfin  c  le  groupe  commun  aux  trois  groupes  G,  G'  et  G";  c  sera 
évidemment  aussi  le  groupe  commun  à  deux  quelconques  des  trois 
groupes  C,,  (  12  et  C3. 

Par  hypothèse,  les  indices  de  C,  par  rapport  à  G'  et  à  G",  et  de  Ca 
par  rapport  à  (i  et  à  G",  sont  finis. 

.le  dis  que  c  est  un  sous-groupe  d'indice  fini  de  G";  c'est  en  effet  le 
groupe  commun  à  G,  et  à  G2,  sous-groupes  d'indice  fini  de  G". 

Je  «lis  également  que  c  est  un  sous-groupe  d'indice  fini  de  G  :  en 
effet,  c  esi  le  groupe  commun  à  G'  et  à  C,;  C2  est  un  sous-groupe  d'in- 
dice fini  de  G".  Donc  l'indice  c  par  rapport  au  groupe  commun  à  (  i  el 
à  (i",  c'est-à-dire  par  rapport  à  Cn  est  fini.  Or  l'indice  de  G,  par  rap- 
port à  G' est  lui-même  fini.  Donc  l'indice  de  c  par  rapport  à  G' est 
encore  lini. 

Rien  ne  dislingue  d'ailleurs  G  de  G'.  Donc  l'indice  de  c  par  rapport 
aux  trois  groupes  G,  G' et  G" est  lini:  donc  les  trois  groupes  sont  com- 
mensurables entre  eux.  C.   Q.    F.    L>. 

C3  contenante  aura  évidemment  un  indice  lini  par  rapporta  (i  et 
à  G';  d'où  il  suit  que  ces  deux  derniers  groupes  sont  aussi  commensu- 
rables entre  eux. 

11.  —    Réduction  des  formes. 

Dans  mon  Mémoire  sur  les  groupes  Ueinéens  (  \<ta  mathematica, 
i.  Uîtfig.  c,  §  2),  j'ai  exposé  la  distinction  entre  les  groupes  propre- 
ment discontinus  et  les  groupes  improprement  discontinus.  On  a  vu 
qu'un  groupe  peut  être  proprement  discontinu  dans  une  région  donnée 
de  l'espace  et  improprement  dans  une  autre  région. 

Ici  nous  envisageons  des  tonnes  quadratiques  ternaires  «pu  ont  six 
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coefficients:  elles  peuvent  donc  être  regardées  comme  des  ensembles  à 

six  dimensions  (ou  à  cinq  seulement  si  l'onsuppose  le  discriminant 
donné).  Les  groupes  que  nous  envisageons  peuvent  donc  rire  propre- 
ment discontinus  quand  les  six  coefficients  sont  soumis  à  certaines  iné- 
galités, et  ne  plus  l'être  qu'improprement  quand  ces  inégalités  cessent 
d'être  remplies.  Par  exemple,  ils  pourront  l'être  proprement  en  ce  qui 
concerne  les  formes  définies  et  improprement  en  ce  qui  concerne  les 
formes  indéfinies. 

Considérons  donc  un  groupe  G  formé  de  substitutions  linéaires  et 

proprement  discontinu  par  rapport  à  toutes  les  for s  quadratiques 

ternaires  définies.  Soient  F  et  F'  deux  formes  quadratiques  ternaires 
définies;  je  dirai  que  ces  deux  formes  sont  équivalentes  par  rapport  au 
groupe  G  quand  on  pourra  passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  substi- 
tution de  ce  groupe.  Parmi  les  formes  équivalentes  à  F,  il  \  en  aura 
une  que  l'on  regardera  comme  plus  simple  que  toutes  les  autres  et  que 
l'on  appellera  la  réduite  de  F. 

Cette  définition  comporte  évidemment  un  très  grand  arbitraire;  on 
peut  d'une  infinité  de  manières  trouver  des  inégalités  telles  que,  parmi 
les  formes  équivalentes  à  F,  il  y  en  ait  une  et  une  seule  qui  \  -al  isfasse 
(et  cela  quelle  que  soit  F).  Ce  sont  alors  ces  inégalités  qui  sont  les 
conditions  de  réduction. 

En  d'autres  termes,  et  pour  employer  un  langage  géométrique,  con- 
sidérons les  six  coefficients  de  noire  forme  quadratique  comme  le^ 
coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à  si\  dimensions.  (  lel  espace  sera 
divisé  en  deux  régions,  R  correspondant  aux  formes  définies  et  IC  cor- 
respondant aux  Cormes  indéfinies.  Notre  groupe  (•  sera  proprement 
discontinu  dans  |{.  improprement  dans  II  .  (h\  pourra  donc  partager  IS 

en  une  infinité  de  régions  partielles  /•,.  ra ad  ////'.;  de  telle  façon 

que  les  substitutions  de  G  changent  ces  régions  partielles  les  unes  dan» 
les  autres.  Cette  subdivistion  sera  tout  à  l'ail  analogue  à  ee  qu'est  dans 
la  théorie  <\v^  groupes  fuchsiens  la  subdivision  du  plan,  ou  d'une 
partie  du  plan,  en  une  infinité  de  polygones  curvilignes.  Mors  les 
formes  réduites,  par  l'apport  au  groupe  (  i,  seront  celles  qui  correspon- 
dent à  des  points  intérieurs  à  la  première  région  partielle  /*, . 

Cette  définition  de  la  réduction  par  rapport  à  un  groupe  (i  est  une 
généralisation  immédiate  de  celle  de  la  réduction  arithmétique.  Dana 
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le  cas  de  la  réduction  arithmétique,  en  effet,  G  n'est  autre  chose  < | in • 
le  groupe  arithmétique ,  qui  est  formé  des  substitutions  linéaires  à 
coefficients  entiers  et  de  déterminant  i.  On  peut  prendre  alors  pour 
conditions  de  réduction,  soit  celles  qui  ont  été  adoptées  par  M.  Sel- 
ling,  soit  celles  de  MM.  Korkine  et  Zolotareff.  Mais  on  pourrait  en 
imaginer  une  infinité  d'autres. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  (  i  est  un  sous-groupe 
d'indice  fini  du  groupe  arithmétique.  Alors  une  substitution  quel- 
conque du  groupe  arithmétique  pourra  se  mettre  d'une  manière  el 
d'une  seule  sous  la  forme 

1 1  Sa  j 

T,  étant  une  substitution  de  G  el 

kj( ,      r%,      ....      ofl 

étant  des  substitutions  du  groupe  arithmétique  dont  le  nombre  n  esl 
précisément  l'indice  du  sous-groupe. 

Si  alors  F  est  une  forme  délhùe  quelconque,  sa  réduite  arithmétique 
s'écrira 

FT,S, 

el  nous  pourrons  convenir,  pour  définir  la  réduction  par  rapport  au 
groupe  G,  de  dire  que  sa  réduite  par  rapport  à  ce  groupe  sera  FT,-. 

Tout  cela  ne  peut  pas  s'étendre  au  cas  des  formes  iricléfinies,  car  les 
groupes  qu'il  pourrait  être  intéressanl  de  considérer,  el  en  particulier 
le  groupe  arithmétique,  sont  improprement  discontinus  pour  ces  formes 
indéfinies,  c'est-à-dire  dans  la  région  que  nous  avons  appelée  \l  . 

Mais  tous  les  arithméticiens  connaissent  l'ingénieux  artifice  par 
lequel  M.  Elermite,  introduisant  les  variables  continues  dans  la  théorie 
des  nombres,  a  le  premier  triomphé  de  celle  difficulté. 

En  même  temps  que  la  forme  indéfinie 

<1>  =  Y2-  \X. 

envisageons  la  tonne 

\  -        '/  - 
H  =  Y2  +  -  -h- 

2 
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qui  est  définie.  Si  T  est  une  substitution  linéaire  et  si  HT  est  mu- 
forme  définie  réduite  par  rapport  au  groupe  G,  nous  dirons  que  la  sub- 
stitution T  est  réduite  par  rapport  à  G  et  que  la  forme  indéfinie  (1>T 
est  également  réduite  par  rapport  à  G. 

Voici  maintenant  comment  ou  pourra   trouver  les  réduites  d'une 
forme  indéfinie 

On  aura  aussi 

F  =  <I>St. 

S  étant  une  quelconque  des  substitutions 


2  8(3      ao  4-  ,3y 

p«  -  a? 


i 
•±  y: 

y- 


où  a,  (3,  y,  o  sont  quatre  quantités  réelles  quelconques  telles  que  : 

Ce  groupe  des  substitutions  S,  qui  n'altèrenl  pas  (I>.  s'appellera 
groupe  reproductif  de  (I\ 

Considérons  la  forme  définie  ILS:;  il  y  aura  toujours,  d'après  ce 
qui  précède,  clans  le  groupe  (\  une  substii  u  L  ion  T  qui  réduira  cette 
forme  quadratique  définie  par  rapport  au  groupe  (î.  La  forme  IISt T 
sera  alors  réduite.  La  substitution  SiT  sera  réduite,  el  la  forme  indér 
finie 

$StT=  F,T 

sera  réduite.  La  substitution  T  sera  alors  l'une  des  substitutions  réduc- 
trices de  F.  Gomme  il  y  a  nue  infinité  de  substitutions  S,  la  forme  I 
admel Ira  eu  général  une  infinité  de  substitutions  réductrices. 

11  peut  se  faire  que  deux  substitutions  réductrices  'I1  el  T  conduisenl 
à  une  même  réduite,  cl  qu'on  ait 

FT  =  FT'. 


En  ce  cas,  T  '  T'  est  l'une  des  substitutions  de  G  qui  n'altèrenl  pas  I 
Il  peut  doue  arriver  que  le  nombre  des  réduites  soil  fini,  bien  que 
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celui  des  substitutions  réductrices  soit  infini.  C'est  ce  qui  se  passe,  par 
exemple,  si  F  a  ses  coefficients  entiers  et  si  G  est  le  groupe  arithmé- 
tique. 

Il  en  est  encore  de  même  si,  les  coefficients  de  F  ('-tant  entiers,  G  est 
un  sous-groupe  d'indice  fini  du  groupe  arithmétique. 

J'appellerai  groupe  reproductif  àz  F  le  groupe  des  substitutions  li- 
néaires de  déterminant  -h  i  qui  n'altèrent  pas  cette  forme.  Ce  sera  le 
transformé  par  la  substitution  t  du  groupe  reproductif  de  $,  car  toute 
substitution  qui  n'altère  pas  F  peut  se  mettre  sous  la  forme 

t-St, 
S  n'altérant  pas  $. 

J'appellerai  sous-groupe  inaltérant  de  G  par  rapport  à  F  le  groupe 
commun  à  G  et  au  groupe  reproductif  de  F.  Le  transformé  de  ce  sous- 
groupe  par  la  substitution  c-'  sera  le  groupe  inaltérant  transformé 
relatif  à  G  et  à  F.  Ce  sera  un  sous-groupe  du  groupe  reproductif  de  (I>. 

Nous  axons  vu  au  numéro  précédent  qu'à  toute  substitution  du 
groupe  reproductif  de  (I)  correspond  une  substitution  fuchsienne  s. 
l)one  au  groupe  inalléranl  transformé  relatif  à  G  el  à  F  correspondra 
un  certain  groupe  fuchsien  que  j'appellerai  groupe  fuchsien  relatif  à 
G  el  à  F. 

Nous  adopterons  des  dénominations  spéciales,  pour  abréger  le  lan- 
gage, dans  le  cas  où  G  sera  le  groupe  arithmétique.  Le  sous-groupe 
inalléranl  s'appellera  le  groupe  principal  de  F  ;  le  groupe  inaltéranl 
transformé  s'appellera  le  groupe  transformé  principal  de  F;  enfin  le 
groupe  fuebsien  relatif  à  F  et  au  groupe  arithmétique  s'appellera  le 
groupe  fuchsien  principal  de  F. 

Il  résulte  de  là  (pie,  pour  étudier  le  groupe  principal  de  F,  formé 
des  substitutions  semblables  de  F,  il  suffit  d'étudier  le  groupe  fuchsien 
principal  de  F. 

Nous  adopterons  le  mode  suivant  de  représentation  géométrique. 

Nous  considérerons  un  plan  représentant  la  variable  imaginaire  s; 
nous  ferons  correspondre  à  la  substitution  S  la  substitution 


i  -  *S±1\ 
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que  nous  représenterons  elle-même  par  le  poinl  du  plan  des  zqui  a  pour 
a  f  fixe 

gV.zr^_|_p 

Y  \/ —  i  +  8 

Ce  poinl  fait  partie  du  dernier  plan  situé  au-dessus  de  l'axe  des  quan- 
tités réelles.  A  chaque  substitution  S  correspondra  un  point  de  ce  demi- 
plan,  mais  à  chaque  point  du  demi-plan  correspondront  une  infinité  de 
substitutions  S  faisant  partie  du  groupe  reproductif  de  3>. 

Nous  regarderons  comme  donnés  le  groupe  (i  et  la  transformation  z 
qui  change  $  en  F. 

Voici  alors  comment  se  représentera  géométriquemenl  la  réduction 
de  F  par  rapport  à  G  : 

A  chaque  substitution  S  et,  par  conséquent,  à  chaque  forme  quadra- 
tique définie  H .  S  correspondra  un  point  de  noire  demi-plan.  Je  dis 
maintenant  qu'à  chaque  point  de  ce  demi-plan,  auquel  correspondent 
pourtant  une  infinité  de  substitutions  S,  ne  correspondra  pourtanl 
qu'une  seule  forme  définie  H. S. 

Soient,  en  effet,  S  et  S' deux  substitutions  correspondant  à  un  même 
point  P  de  notre  demi-plan.  Je  dis  que 

ILS  =  IIS', 
c'est-à-dire 

1I.SS'-'=I1. 

En  effet,  les  substitutions  fuchsiennes  s  el  s'  qui  correspondent  res- 
pectivement à  S  et  S'  changent  toutes  deux  le  point  \  —  i  dans  le 
point  P.  Donc  la  substitution  ss'  '  n'altérera  pas  le  point  \  —  i  • 

On  en  conclura  que  les  valeurs  des  quatre  quantités  a,  3.  y.  o,  qui 
correspondent  kssf'*,  ou  ce  qui  revient  au  même  à  SS'  '.  sont 

a  =  cosep,  [i  =  sin<p,  Y  =  ~~  su1<Pj  *       cosç, 

d  étant  un  angle  quelconque;  d'où  l'on  déduira  sans  peine  que  la  substi 


/,i8 
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COS"0 

i 

sin2œ 

sin2o 


sur 


.3  „ 


surs 


cos'o      sin-o 


T.sm-o     co<-  m 


et,  par  conséquent,  qu'elle  n'altère  pas  H.  c.   q.   f.   d. 

\  chaque  point  du  demi-plan  correspond  donc  une  seule  forme  ILS, 
par  conséquent  une  seule  forme  <Î>S.  Connaissant  la  forme  définie 
I  ISt,  on  connaîtra  la  substitution  réductrice  T  qui  fait  partie  du  groupe 
(i  et  réduit  IISt  par  rapport  à  (i. 

A  chaque  point  du  demi-plan  correspondra  de  la  sorte  une  substitu- 
tion réductrice  et  une  seule.  Nous  pourrons  donc  subdiviser  ce  demi- 
plan  en  une  infinité  de  régions,  telles  que,  pour  tous  les  points  d'une 
même  régiop,  La  substitution  réductrice  soit  la  même. 

(  le  mode  de  représentation  géométrique  es!  analogue,  mais  non  iden- 
tique  à  celui  qu'a  employé  M.  Selling. 

Noms  a\<>ns  i  u  que,  dans  certains  cas,  bien  qu'il  \  ail  une  infinité  de 
substitutions  réductrices,  il  n'y  avail  qu'un  nombre  fini  de  réduites, 
Qu'arrive-t-il  alors?  Soient/,,/.,  ...,/„  nos  //  réduites.  Nous  avons 
subdivisé  le  plan  en  une  infinité  de  régions  qui  correspondent  aux  diffé- 
rentes substitutions  réductrices.  Soient  /■,„,  /-,,,  /•,.,,  ...,  /',,  une  infi- 
nité de  ces  régions  correspondant  à  la  réduite/,,  elles  seroni  les  trans- 
formées les  unes  des  autres  par  les  diverses  substitutions  du  groupe 
l'iichsien  relatif  à  F  el  à(i.  Soient  de  même  r20,r2l,  ...,  rai  les  régions 

qui  correspondes  à  la  réduite  /., Soient  enfin  /•„„,  /•„,,  ...  les 

régions  qui  correspondent  à  la  réduite  /'„. 

Nous  pourrons  toujours  supposer  qu'on  a  choisi  les  indices  de  telle 
sorte  que  /•,/,  ...,  /■„,  soient  les  transformées  de  r20,  ...,  /■„,,  par  la 
même  substitution  qui  change  /•,„  en  /',,. 

Cela  posé,  réunissons  /,„.  /•.,„ rn0  en  nue  région  unique  R0  et 

de  même  /•,,,  r2/,  ...,  rni  en  une  région  unique  R,-.  Les  diverses  ré- 
gions M,  seroni  les  transformées  les  unes  des  autres  par  les  diverses 
substitutions  du  groupe  fuchsien  relatif  à  V  el  à  (1. 

Il  sérail  aisé  «le  ramener  ces  régions  R0,  ....  R,-,  ...  à  (\c^  polygones 


LES    FONCTIONS     FUCHSIENNES    ET    L  ARITHMETIQUE.  [19 

curvilignes,  comme  je  l'ai  expliqué  dans  le  §  V  de  mon  Mémoire  -iu- 
les groupes  fuchsiens  (Acla  math.,  t.  I). 

Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  je  dois  faire  une  dernière  re- 
marque. Nous  avons  regarde  comme  donnée  la  substitution  t  qui  change 
$  en  F.  Il  ne  suffit  pas,  pour  cela,  de  se  donner  F.  En  effet,  celle  forme 
peu!  dériver  de  (I>  d'une  infinité  de  manières;  on  a  non  seulement 

F  =  <I>7, 

niais  encore 

F  =  <]>.>. 7. 

S  étant  une  substitution  quelconque  du  groupe  reproductif  de  'I'. 

Il  est  clair,  si  l'on  se  reporte  aux  définitions  qui  précèdent,  que  le 
groupe  fuchsien  relatif  à  F  et  à  (1  ne  sera  pas  le  même  selon  qu  on  re- 
gardera F  comme  dérivée  de  (l>  parla  substitution  t  ou  par  la  substitu- 
tion St. 

Quand  cela  sera  nécessaire,  afin  d'éviter  toute  confusion,  nous  distin- 
guerons ces  deux  cas  en  disant,  dans  le  premier,  le  groupe  fuchsien  re- 
latif à  G  et  à  F  =  (I>t;  dans  le  second,  le  groupe  fuchsien  relatif  à  (  1  el 
;iF  =  <I>St. 

Le  groupe  fuchsien  relatif  à  (>  et  à  F=  $St  sera  le  transformé  du 
groupe  fuchsien  relatif  à  G  et  F=  <N  par  la  substitution  s~\  s  étant 
la  substitution  fuclisicnnc  qui  correspond  à  S,  en  vertu  <\r>  conventions 
faites.  En  particulier,  le  groupe  fuchsien  principal  de  F=  (1'St  sera  le 
transformé  du  groupe  fuchsien  principal  de  F  =  (I't  par  s  '. 


111.   —  Lemmes  divers. 

Lemme  I.  —  Si  g  est  un  sous-groupe  d'indice  fini  de  <  ■.  le  groupe 
fuchsien  relatif  à  g  et  à  V  sera  un  sous-groupe  d'indice  fini  du 
groupe  fuchsien  relatif  à  (  i  et  à  F. 

C'est  une  conséquence  des  lemmes  démontres  à  la  lin  du  £  I  cl  des 
définitions  du  §11. 

Lemme  II.  —  Si  G  et  (V  sont  deux  groupes  commensurables,  les 

Journ.  de   Yfath.  (  Y  série),  tome  III.         Fase.  l\ 
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groupes fuchsiens  de  ¥  relatifs  respectivement  à  G  et  à  G'  sont  aussi 
commensurables. 

(  le  lemme  es!  une  conséquence  immédiate  du  précédent  el  des  défi- 
nitions. 

Lemme  III.  —  Soit  F  =  $t;  soient  ensuite  T'  £///<?  substitut  ion  <!<■  (  ■ 
•>/  F  —  (]>tT'  z///r  forme  équivalente  à  V par  rapport  au  groupe  d. 
Les  <l eux  formes  F  e/  F'  auront  même  groupe  fuchsien  relatif  à  (  '*. 

En  effet,  le  sous-groupe  inaltérant  g'  de  (i  par  rapport  à  F'  sera  le 
transformé  par  la  substitution  T'  du  sous-groupe  inaltérant  g  de  (i  par 
rapport  à  F. 

Si,  en  effet,  l  est  une  substitution  du  second  sous-groupe  g-,  de  telle 
sorte  que 

F  =  F1  ;, 

on  aura 

F/=FT,=  FUT'=F'T-«UT/, 

de  telle  façon  que  T'-1  UT'  appartiendra  au  premier  sous-groupe  g'. 

Le  groupe  inaltérant  transformé  de  F  sera  le  transformé  de  g  par 
t~4,  ce  sera  donc 


De  même,  le  groupe  inaltérant  transformé  de  F'=  $tT'  sera 

tT 'g'T  't-'. 
Mais  nous  venons  de  voir  que 

<>■'  —  T'-'  s-T  . 
Il  vient  donc 

de  sorte  que  les  deux  groupes  inaltérants  transformés  se  confondent. 
Les  deux  groupes  fuchsiens  se  confondront  donc  également. 

C.    O.     F.     I». 
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En  particulier,  si  G  est  le  groupe  arithmétique,  le  groupe  fuchsien 
de  F  =  (I>t  par  rapport  à  un  groupe  commensurable  à  (  i  scia  commen- 
surable  avec  le  groupe  fuchsien  principal  de  F  =  (1»t. 

Si  T' estime  substitution  à  coefficients  entiers,  Les  deux  tonnes  équi- 
valentes  F  =  $Tet  F'  =  $tT'  auront  même  groupe  fuchsien  principal. 

fcÉMME  IV.  —  Si  G  et  (V  sont  deux  groupes  commensurables,  et 

S  une  substitution  de  G',  une  des  puissances  entières  de  S  |  d'expo? 
sant  différent  de  (y)  fera  partie  de  (1. 

Soit,  en  effet,  g  le  groupe  commun  de  (»  et  (i  ;  soit  //  l'indice  du 
sous-groupe  g  par  rapport  à  (!';  cet  indice  est  fini  par  hypothèse. 

Si  alors  on  prend  au  hasard  //  -+-  i  substitutions  dans  (i'  (  parmi  les- 
quelles on  peut  toujours  supposer  que  Ton  comprend  la  substitution 
identique  i),  on  pourra  toujours  trouver  parmi  elles  deux  substitutions 
S,  et  SA,  telles  que 

S/S;' 

appartienne  à  g  et,  par  conséquent,  à  (i. 
Prenons,  par  exemple, 

co ,  s       S-       S:t  S" 

qui  toutes  font  partie  du  groupe  (i':  soient  alors 

S,        =   S',  SA=S*. 


Mors 


S*  S;"  =  S'-* 


fera  partie  de  G.  «■•   Q-   '  •   D* 

Nous  allons  étudier  maintenant  quelques-uns  des  sous-groupes  du 

groupe  arithmétique.  Ce  groupe  est  formé,  d'après  sa  définition,  de 
toutes  les  substitutions 

b{      b,     b, 

C,        C,       Ci 


dont  les  coefficients  sont  entiers,  et  le  déterminant  égal  a   i 
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Pour  définir  un  sous-groupe  du  groupe  arithmétique,  il  faut  donc 

assujettir  les  coefficients  entiers  a,  b,  c  à  de  nouvelles  conditions. 

.le  distinguerai  les  sous- groupes  à  congruences  où  les  neuf  coeffi- 
cients a,  b,  c  sont  assujettis  à  satisfaire  à  certaines  congruences  suivant 
un  certain  module  q  premier  ou  composé. 

Lemme  V.  —  Un  sous-groupe  à  congruences  est  toujours  un  sous- 
groupe  d'indice  fini  du  groupe  arithmétique. 


Soit,  en  effet,  g  un  sous-groupe  défini  par  les  k  congruences 


(0 


l\    I' 


I' 


o  (  niody  ). 


où  les  V  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  a,  b,  c 
Los  congruences  (i)  devront  être  satisfaites  si  Ton  fait 


(a) 


|   a ,  =  b.,  =  c3  =  r , 


<i . 


a.x~b,  —  b,x       c, 


C, 


i  modq  >. 


et,  en  effet,  la  substitution  identique 


i      o     o 

()  I         o 


O      O        I 

devra  faire  partie  de  g. 

Le  SOUS-groupe  g'  défini  par  les  congruences  (2  )  sera  donc  un  sous- 
groupe  du  groupe  g  qui  est  lui-même  un  sous-groupe  du  groupe 
arithmétique. 

Il  est  ('vident  (pie  g'  sera  un  sous-groupe  d'indice  fini  da  groupe 
arithmétique;  car  cet  indice  sera  certainement  plus  petit  «pic  y'1  |  il  se 
réduira  à  q8  si  y  est  premier),  puisque  chacun  des  neuf  coefficients  a. 
A,  <■  peut  prendre  q  valeurs  incongrues  par  rapport  au  module  <j. 

Donc  a  fortiori  g  sera  un  sous-groupe  d'indice  fini  du  groupe 
arithmétique.  c.   q.   r-   m 

(  Considérons  maintenant  une  transformation  T  à  coefficients  entiers, 
niais  dont  le  déterminant  soit  (''gai  à  un  entier  A  plus  grand  (pie  1 . 


U3 
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Soient  (j  le  groupe  arithmétique,  (i    son  transforme  par  T  .  g  le 
groupe  commun  à  (i  cl  à  (i  ;  je  dis  que  g  sera  un  sous-groupe  à  con- 


eruences. 


Soit,  en  effet, 


c/,      <22      a.    ! 

A,      A,      A, 

C,         r,        c. 


une  substitution  à  coefficients  entiers  faisant  partie  de  ( 
Soil 


T' 


a,      y...      a3 
P.      P.      P, 

I  ■  I  2  I  :t 


la  substitution  définie  plus  haut. 
La  transformée  de  S  par  T'  s'écrira 


T'-'ST':     : 


P, 

Pa 

Pa 

A 

A 

A 

Pv 

PS 

\\ 

A 

A 

A 

|>_ 

|> 

p 

1    X 

1  a 

A 

A 

A 

ies  V  étant  des  polynômes  entiers  homogènes  el  >.\u  premier  degré  par 

rapport  aux  a,  h  el  c,  el  dont  les  coefficients  dépendcnl  des  a.  3  el  y. 

Pour  que  cette  substitution  fasse  partie  de  ^,  il  faut  el  il  suffil  que 

ses  coefficients  soient  entiers,  ce  qui  s'exprime  par  les  neuf  congruences 

\\        o  (  inod  A  t. 

Cela  montre  que  £  «  *> i  un  sous-groupe  à  congruences  ;  d'où  l'on  dé- 
duit aisément  le  lemme  suivant  : 

Le  mme  \  I.  Le  groupe arithmétique  est  commensurable  avec  son 
transformé  par  une  substitution  à  coefficients  entiers  </<■  détermi- 
nant plus  grand  que  i . 
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Ou,  ce  qui  revienl  au  même, 

Le  groupe  arithmétique  est  commensurable  avec  son  transformé 

pur  une  substitution  à  coefficients  fraction  noires . 

Soit  maintenant  T' une  substitution  à  coefficients  fractionnaires:  je 
dirai  que  la  forme  F  est  commensurable  avec  sa  transformée  FT'  par 
la  substitution  T'. 

Lemme  VII.  —  Considérons  deux  formes  commensurable  s  F  et 
FT';  le  groupe  fuchsien  principal  de  F  =  $t  sera  commensurable 
avec  l<'  groupe  fuchsien  principal  de  FT'  =  $tT'. 

En  effet,  le  groupe  arithmétique  est  commensurable  avec  le  groupe  (  1 
(]iii  est  son  transformé  par  T"-'. 

Soit  g  le  sous-groupe  inaltérant  de  G  par  rapport  à  F;  il  sera  com- 
mensurable avec  le  groupe  principal  de  F. 

D'autre  part,  le  groupe  principal  de  FT'  sera  le  transformé  de  g 
parT'. 

Le  groupe  transformé  principal  de  F  =  $i  sera  le  transformé  par 
t-1  du  groupe  principal  de  F;  le  groupe  transformé  principal  de 
FT'=  $fT  sera  le  transformé  par  (  tT  r'  =  T/-4t_i  du  groupe  prin- 
cipal de  FT',  et,  par  conséquent,  le  transformé  par  t-'  du  groupe  g. 

(  )r  g  et  le  groupe  principal  de  F  sont  commensuràbles. 

I  loue  les  groupes  transformés  principaux  de  F  =  (I)r:  et  de  FT'=  'I't T' 
le  sont  (''gaiement. 

Donc  les  groupes  fuchsiens  principaux  de  F  =  'I't  et  de  FT'—  $tT' 
sont  commensuràbles.  c.   Q.    i .    d. 

IV.  —  Substitutions   fractionnaires. 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  quelles  son!  les  substitutions  à 
coefficients  fractionnaires  <jui  n'altèrent  pas  une  forme  F  à  coefficients 
entiers,  ou,  en  d'autres  termes,  quelles  sonl  les  transformations  sem- 
blables fractionnaires  de  F.  Il  esl  aisé  de  prévoir,  d'ailleurs,  que  le 
groupe  formé  par  ces  transformations  ne  sera  pas  nu  groupe  discontinu. 
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On  voit  aussi  immédiatement  que  des  substitutions  semblables  frac- 
tionnaires de  F  on  pourra  déduire  les  substitutions  semblables  fraction- 
naires d'une  forme  F'  =  FT'  commensurable  avec  F.  En  effet,  les  der- 
nières seront  les  transformées  des  premières  par  la  transformation  T. 

Soit  donc  à  trouver  les  substitutions  semblables  fractionnaires  de  la 
forme 

^A^-fAy  +  AV-i-  iByz  +  iB'xz+-iB''xy. 
On  a 

A(AA'-B"2)F  =  (AA'-  B'*)(Ax  +  Bry-h  B  s)a 

+  [(AA'-  B//2)/4-(AB-  B"B>]2+  AAs2, 

A  désignant  le  discriminant  de  F,  de  telle  sorte  que  la  forme  F  est,  à 

un  facteur  constant  près,  commensurable  avec 

F'  =  (  A  A'  -  B"2  )x-2  +  y>  +  AAs2. 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  étudier  les  substitutions  semblables 
fractionnaires  des  formes  telles  que 

Aar-b  B/2-h  Cz'\ 

ou  plutôt,  puisque  nous  avons  affaire  à  une  forme  indéfinie,  el  si  nous 
voulons  mettre  les  signes  en  évidence 

Aar*-h  B/2-  Cz2. 

Nous  allons  d'abord  nous  poser  le  problème  suivant  : 

Quelles  -sont  les  substitutions  fractionnaires  qui  n'altèrent  m  : 

ni  Ax'1  -i-  Wy-'l 

11  faut  alors  trouver  quatre  nombres  fractionnaires  se,  [j.  7.  r,,  tels 

\  (  a./;  4-  $y  r  -h  \i(yx  -+-  or  r  =   \.r-  +  lij  "■ 
Non»  mettrons  les  quatre  nombres  x,  ;>.  y,  S  sous  la  forme 


<|U( 


i 
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a,,  (3n  y,,  s,,  £  étant  entiers  ou  fractionnaires,  nous  pourrons  toujours 
supposer  que  an  y,  et  e  sont  entiers  :  on  aura  alors 

a.  S,  —  ply(=  s-, 

Aa.p,  -H  By,S,  =  o, 
Ap;-+-    BS2    =  Bs2. 

Supposons  que  Ton  ait  trouvé  trois  entiers  a,,  y,  et  i  satisfaisant  à 

Aa;-hBT:=:A£2, 
il  suffira  de  prendre 


i  i 


lî7' 

— . --  »  o ,  —  / , 


pour  satisfaire  aux  trois  autres  équations. 
Il  reste  doue  à  résoudre  l'équation 

By2  =  A(e  -  a,)(e  -h  a,). 

Nous  multiplierons  donc  B  par  un  carré  quelconque  y2,  niais  de  telle 
façon  que  By2  soit  divisible  par  A,  et  de  plus  soit  impair  ou  divisible 
par  i  (ainsi,  si  15  esl  un  multiple  de  \  -f-  2,  y,  devra  être  pair;  si 
A  =  A,A2,  A,  n'étanl  divisible  par  aucun  carré,  y,  devra  être  divisible 
par  A,  A2). 

Il  sera  facile  ensuite  de  décomposer—^  en  deux  facteurs  ions  deux 

pairs  ou  tous  deux  impairs,  e  —  a,   et  E  +  a„  el   d'en  déduire,  pour  e 
et  a,,  deux  valeurs  entières. 

Tel  est  donc  le  moyen  de  former  les  substitutions  semblables  frac- 
tionnaires de  la  l'orme  binaire 

\.r-  4-  \\y-. 

Pour  les  étudier  plus  complètement,  nous  supposerons  A  1  .  (  iette 
li  y  poil  lèse  esl  ion  jours  permise;  car,  si  l'on  avait  A  <  1 ,  on  multiplie- 
rail  la  forme  par  A,  el  on  changerait  ensuite  de  variable  en  posant 

AX=      r. 
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Considérons  notre  substitution  fractionnaire 


l\-j- 


a 

? 

5» 

— 

v 

i 

0 

ïl 


et  la  substitution  fuchsienne  correspondante.  Celte  dernière  sera  évi- 
demment une  substitution  elliptique  qui  n'altérera  pas  un  certain  poinl 
du  plan.  Ce  point,  que  j'appelle  P,  se  détermine  aisément,  et  l'on 
trouve  qu'il  est  le  même  pour  toutes  les  substitutions  fractionnaires  de 
notre  forme 

x2-hBy2. 

Pour  définir  une  substitution  fuchsienne  elliptique,  il  ïaul  se  donner 
non  seulement  le  point  P  qui  n'est  pas  altéré  par  cette  substitution, 
mais  encore  l'angle  de  rotation  o. 

Ici  nous  avons 

d'où  l'on  déduit 


COS' 


a  = 


sin 


rVB 


Nous  aurons  alors 

(a1-+-TlVCrB)(al-Ylv^B)=e>. 

Nous  devons  supposer  que  a,,  y,  et  s  sont  premiers  entre  eux,  Cl 
par  conséquent  que  a,  et  y,  sont  premiers  entre  eux.  Les  deux  nombres 
complexes 

seront  alors  aussi  premiers  entre  eux,  et  l'on  aura 

£=MN,  a(  +  y<s/-    Il       M',  a,-7lN       l!        V. 

Met  Nétanl  deux  nombres  complexes  existants  ou  idéaux,  conjugués 
entre  eux  el  de  plus  premiers  entre  eux. 

Journ.  de  Math,  i  i    série),  tome  III.        Fasc.    i\,  [887  ''' 
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Cela  posé,  cherchons  d'abord  si  cp  peut  être  commensurahle  avec  21c. 
Si  cela  était,  on  trouverait  un  nombre  entier  m,  tel  que 

ou  que 

M  et  N  étant  premiers  entre  eux,  cette  égalité  est  impossible.  Il  n'y 
aurait  exception  que  si  £  était  égal  à  1  et  que  a,  -+-  y,  y/—  B  fût  une 
unité  complexe. 

Mais  il  faut  faire  attention  au  sens  que  Ton  doit  attacher  à  ce  mot. 
Pour  que  la  théorie  des  nombres  complexes  idéaux  soit  applicable,  il 
faul  prendre  pour  base  du  système  ^/_  B,  si  h-  B  (que  d'ailleurs  nous 
supposerons  n'être  divisible  par  aucun  carré)  est  multiple  de  \  plus  2 
ou  plus  1  ;  il  faut  prendre,  au  contraire, 


si  B  est  multiple  de  4  plus  3.  Dans  ce  dernier  cas. 

a  j-  jj  y '-_B 
2 

est  considéré  comme  un  entier  complexe  si  a  -h  3  esl  pair  <  voir 
Dedekind,  Théorie  des  nombres  entiers  algébriques]  p.  91.  Paris. 
Gauthier-  Villars  ;  1877). 

Alors  on  a,  comme  unités  complexes, 

±  1 ,        ±  V  -  1 ,  — 

On  doil  «loue  conclure  de  cette  discussion  que  l'angle  tp  ne  peut  être 

77  77  211 

c nensurable  avec  2-  que  s'il  esl  égal  à  -,  à  ±->à::  j  ou  à  ±  -y 

On   voit,  de  plus,   que  les  substitutions   fractionnaires  qui  repro- 
duisent à  la  fois  les  deux  formes 

t     et     x-  -+-  B)- 
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correspondent  aux  divers  entiers  complexes  formés  avec  \/^B,  et  que 
leur  théorie  dépend  intimement  de  celle  de  ces  nombres  complexes  cl 
des  idéaux  correspondants. 

Voilà  donc  une  première  catégorie  de  substitutions  fractionnaires 
n'altérant  pas  la  forme 

x2  +  By2-  Cz2. 

Une  autre  catégorie  se  composera  des  substitutions  qui  n'altèrenl 
ni  y,  ni  x2  —  Cz2  (sans  parler  d'une  autre  catégorie  qui  sera  formée 
de  même  des  substitutions  qui  n'altèrent  ni  x,  ni  Bj'J  —  C:2).  (  les  sub- 
stitutions correspondront  aux  nombres  complexes  formés  avec  \(. 
comme  celles  de  la  première  catégorie  correspondaient  aux  nombres 
complexes  formés  avec  y/—  B.  Mais  l'analogie  de  ces  trois  catégories 
de  substitutions  fractionnaires  est  trop  évidente  pour  qu'il  soit  néces- 
saire d'insister. 

Je  dis  maintenant  que  toute  substitution  fractionnaire  peul  toujours 
être  ramenée  à  celles  que  nous  venons  d'étudier. 

Soit,  en  effet, 

a{     bK     r, 

a.j,      b.,      c2 

b,      c, 


a 


une  substitution  fractionnaire  quelconque  qui  n'altère  pas  une  cer- 
taine forme  quadratique  F  à  coefficients  entiers  ou  commensurables. 
Je  supposerai,  déplus,  que  cette  substitution  est  droite  au  sens  donne 
à  ce  mot  dans  le  premier  paragraphe  de  ce  Mémoire. 
On  pourra  trouver  alors  une  forme  linéaire 

à  coefficients  entiers,  qui  ne  sera  pas  altérée  par  la  substitution. 
On  pourra  ensuite  trouver  encore  deux  formes  linéaires 

y..,.r  -h  $%y  -+■  ")fa.Z, 
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à  coefficients  entiers,  et  telles  que  Ton  puisse  écrire 


ï.*)2 


F=      A,  (a,  a? +  ^7 

A,,  A2  et  A3  étant  des  quantités  commensurables  positives  ou  néga- 
tives. 

Faisons  maintenant  un  changement  linéaire  de  variables  en  faisant 

x'  =  a,x  -+-  [4,y  -h  y,  r, 
7'=a2a?-+-p2y  +  y2z, 

z,=  asx-h^y-hy3z, 
il  viendra 

F  =  A,  a?'2 -h  A2y'2  +  A3-'2. 

de  telle  sorte  que,  si  Ton  appelle  T  la  substitution  linéaire 

a.     ?<     7, 
a2     fi,     y2 

a3      ?;.     Ï3 


on  aura 


La  substitution 


FT-'  =  Atx*-h  A2y2-+-  A335 


TST-' 


sera  fractionnaire  et  n'altérera  pas  FT"1.  Mais  il  y  a  plus,  elle  n'altérera 

pas  s,  ni  par  conséquent 

A,x2-f-  A2j2. 

Nous  sommes  donc  ramenés  au  cas  précédent. 

Il  conviendrai!  peut-être,  pour  compléter  celle  théorie,  de  dire 
quelques  mois  des  substitutions  fractionnaires  gauches  qui  n'altèrent 
pas  une  forme  quadratique.  Mais  je  ne  crois  pas  devoir  m'y  arrêter 
pour  le  moment.  Je  me  bornerai  à  observer  que,  si  S  esl  une  substi- 
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tution  fractionnaire  gauche  n'altérant  pas  F,  S2  sera  une  substitution 
fractionnaire  droite  n'altérant  pas  non  plus  F. 


V.  -  Ci 


A.LCUL    DES    MULTIPLICATEURS. 


Soit 


S  = 


«,  b,  c{ 
a2  b2  c2 
a,     h,     c. 


une  substitution  linéaire  de  déterminant  i ,  et 


T-JST  = 


a\     b\     c\ 
«..     b'     c., 


«i    K   c, 


sa  transformée  par  une  substitution  linéaire  quelconque  T.  Ou  aura 

a,  -+-  b2  h-  c3  =  a\  -f-  b'2  +  c'3. 

En  d'autres  termes,  la  somme  at-t~  b2-{-  ct  sera  un  invariant.  On 
pourra  choisir  la  substitution  T,  de  telle  façon  que  T~'ST  soil  de  la 
forme  canonique 

X,     o      o 

o     X2     o 

o      o     X3 

Alors  X,,  X2  et  X3  seront  les  multiplicateurs  de  la  substitution  / 
ces  multiplicateurs  seront  les  racines  de  l'équation  en  X, 


a,  —  A         h, 
a.,        h.,  —  X 


c- 


a 


h 


c.  —  X 


=  <>, 


el  l'on  aura 


X,  +-  X2  -f-  X3  =  a,  H-  b2  -h  c,. 
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Si,  en  particulier,  S  n'altère  pas  une  forme  quadratique  et  est  une 

substitution  droite,  l'un  des  multiplicateurs  est  égal  à  i,  ei  le  produit 

des  deux  autres  est  aussi  égal  à  r. 

Soil  alors 

as-f-p' 


la  substitution  fuchsienne  correspondant  à  S;  a  -H  o  sera,  pour  cette 
substitution,  un  invariant  comme  at  -h  b2  H-  ca  l'était  pour  S,  et  Fou 
aura  d'ailleurs 

(a  H-  2)2  =  a,  -+-  &2  -h  c.f  4-  i . 

Il  résulte  de  là  que  la  connaissance  de  a  -h  o  suffit  pour  déterminer 
les  trois  multiplicateurs,  qui  devront  satisfaire  à  l'équation  du  troi- 
sième degré 

X3  —  i  —  [(a  +■  o)2  -  i  ]  (l2  -  A)  =  o. 

Si  S  est  une  substitution  à  coefficients  entiers,  la  somme  aK  -+-  b.,  —  c3 
devra  être  un  entier,  et  par  conséquent  a  H- S  devra  être  la  racine 
carrée  d'un  entier. 

La  somme  k  +  o  s'appellera  l1 invariant  de  la  substitution  S  cl  s'é- 
crira, pour  abréger,  [S]. 

Nous  allons  traiter  maintenant  le  problème  suivant  : 

On  se  donne  [A],  [13J  et  V invariant [AB]  de  la  combinaison  AB 
des  deux  substitutions  A  et  B.  On  demande  de  calcule!-  l'invariant 
d'une  combinaison  quelconque  de  ces  deux  substitutions 

AWB",     A"'B"A'\     \m\V'iV\\\     ..., 
m,  n,  p,  q  étant  des  entiers  quelconques  positif  s  ou  négatifs. 

Tout  d'abord,  il  est  évident  que  deux  substitutions  inverses  l'une  de 
l'autre  auront  même  invariant;  on  aura 

[A]  =  [A-],        [B]  =  [B-] 

De  plus,  une  substitution  aura  même  invariant  que  sa  transformée 
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par  une  substitution  quelconque;  ainsi, 

[A]  =  [B-«AB], 

|  A/"])"A/'B'/|  =  [B?AWB"A/'|, 
et,  en  particulier, 

[BA]  =  [AB]  =  |  A-  B-'J  =  |  B  '  A'  |. 

Je  vais  maintenant  chercher  une  relation  entre 

[A],     [B],     [AB]     et     |AB»|. 

Nous  pouvons  toujours,  par  une  transformation  convenable,  mettre 
la  substitution  fuchsienne  qui  correspond  à  Basons  la  forme 


Soit  ensuite 


j, 


la  substitution  fuchsienne  correspondant  à  A.  Alors 
«Xs-+-3X\  /       ù2z 


et 


X  -  ^  X 


x*        >.- 


seront  les  substitutions   fuchsiennes  correspondant  respectivement  à 
AB  et  à  AB-,  de  sorte  qu'on  aura 


^  +  i)  =  [Bl         a  +  S  =  [A], 
KX-h|=[AB],         ^'-r-p      [AB»], 
■On  en  tire  aisément,  par  l'élimination  de  se,  S  el  X, 


[AB][B]  =  [A]  +  [AB>]. 
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Si,  dans  la  formule  précédente,  on  change  A  en  ABW,  il  vient 

|  AB"+2]  =  [AB«+,][B]  -  [AB"]. 

C'est  une  formule  de  récurrence  qui  permet  de  calculer  [AB"],  où  n 
esl  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  quand  on  connaît  [A  ],  [B] 

ri  |  AB]. 

Aussi,    connaissant  [A],  [B]  et  [AB],  nous  pouvons   en  déduire 
|  AB"],  et  par  conséquent  [BrtA],  puisque 

[B"A  ]  =  [AB"]. 
Nous  connaissons  ainsi 

[B-A],     [B"|     et     [A], 

ce  qui  permet  de  calculer  [BwAm],  où  m  et  //  sont  des  entiers  quel- 
conques, par  la  formule  de  récurrence 

|  BflA^2]  =  [B'A*^  ]  [A  |  -  |  B" A'"  |. 

Nous  avons  d'ailleurs 

[B"A'"|  =  |A'"B"J  =  \km->'\\"iV\  =  [B'AmB"-'], 

ce  qui  permet  de  calculer 

[AmB"A*]     et     [BmA"B'], 

où  ///,  //,  p  sont  des  entiers  quelconques. 
(  Cherchons  maintenant 

[A*B"AfB']î 

où  les  quatre  exposants  sont  entiers.  On  voit  d'abord  que,  par  notre 
formule  de  récurrence,  nous  pourrons  calculer  cet  invariant,  quel  que 
soit  y,  pourvu  que  nous  connaissions,  outre  [B], 

|A'"B"A/'|     ei     |,V"B'\V'lî|. 
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La  première  de  ces  deux  expressions  est  connue  d'après  ce  qui  pré- 
cède ;  il  reste  donc  à  calculer 

[A'"B"A'B]  =  [BATOB"A']. 
On  verrait  de  même  que  Le  calcul  de 

[BA'"B"A''| 
se  ramène  à  celui  de 

|BA"'B"A]  =  |ABA'"B"|, 
qui  se  ramène  lui-même  à  celui  de 

[ABA'"B]  =  [BABA"1] 
ou  enfin  à  celui  de 

[BABA]. 

Or,  ce  dernier  invariant  est  connu,  puisque  c'esl  celui  de  (  B.\  r  et  que 
nous  connaissons  celui  de  BA. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  comprendre  comment  on  calculerait 
l'invariant  d'une  combinaison  quelconque  des  deux  substitutions  \ 
et  B. 

Imaginons  maintenant  que  A  et  B  sont  des  substitutions  à  coeffi- 
cients entiers  et  de  déterminant  i.  Il  en  scia  de  même  de  toutes  leurs 
combinaisons.  Alors,  dans  la  formule 

[AB']  +  [A]  =  [AB][B], 

les  deux  termes  du  premier  membre,  ainsi  que  le  terme  unique  du 
second  membre,  devront  être  la  racine  carrée  d'un  entier. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  si  fou  a 

(les  u  étant  des  entiers  ),  les  trois  expi  essions 


devronl  être  des  entiers. 
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Il  suit  de  là  que  les  produits 

[A][AB*],     [A][AB][B],     [AB»][AB][B] 

sont  entiers. 

Il  est  aisé  d'en  déduire  que  si  [A]  est  égal  à  un  nombre  commensu- 
rable  multiplié  par  sja.,  et  [B]  égal  à  un  nombre  commensurable  mul- 
tiplié par  y/(3,  [AB]  devra  être  égal  à  un  nombre  commensurable  mul- 
tiplié par  \jv.$,  et  (  AB'-J  à  un  nombre  commensurable  multiplié  par  \  y. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  un  nombre  commensurable  multiplié 
par  y/a(32 . 

Plus  généralement,  on  aura 

[  A'"B"  A'B*]  =  a,  v/a"'+/>(j"+</  =  ^  v/^TpÂ  ? 

a,  et  £jl2  étant  commensurables,  et  h  et  k  étant  égaux  soit  à  o,  soit  «à  i  . 

suivant  la  parité  des  deux  nombres  m  -+- p  et  n  -+-  q,  et  de  telle  sorte 

que 

h  =  m-+-p,  k  =  u^-q         (mod  2). 

delà  peut  s'énoncer  encore  d'une  autre  manière. 

Considérons  le  groupe  dérivé  des  deux  substitutions  linéaires  A 
et  B.  Pour  que  toutes  les  substitutions  de  ce  groupe  aient  leurs  inva- 
riants égaux  à  la  racine  carrée  d'un  entier,  il  faut  et  il  suffit  que 

[À]»,     [B]-     et     [A][B][AB] 

soient  des  entiers. 

Nous  allons  maintenant  envisager  un  groupe  dérivé  de  trois  substi- 
tutions linéaires  A,  B  et  C.  Je  dis  que  Ton  peut,  à  l'aide  de  la  relation 
de  récurrence  démontrée  plus  haut,  calculer  les  invariants  de  toutes 
les  substitutions  de  ce  groupe,  à  l'aide  de  sept  invariants 

[A],     [B],     [C],     [AB],     [BC],     [CA],     [ABC]. 

Pour  le  démontrer,  je  rappelle  d'abord  que  cette  relation  de  récur- 
rence permet  (  M,  N,  P  étant  des  substitutions  quelconques)  de  cal- 
culer 

IMV'I 
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(p  entier  positif  ou  négatif),  quand  on  connaît 

[M],     [N]     et     [MN], 

ou  plus  généralement  de  calculer 

[MN'P] 
quand  on  connaît 

[MP],     [N]     et     [MNP]. 

Elle  permet  ainsi,  connaissant  [A],  [BJ  et  [AB],  de  calculer  les 
invariants  de  toutes  les  combinaisons  de  A  et  de  13,  on,  à  l'aide  de  nos 
sept  invariants,  de  calculer  ceux  de  toutes  les  combinaisons  A,  B  et  (  !, 
où  l'une  de  ces  trois  substitutions  n'entre  pas. 

Je  dis  qu'on  pourra  trouver  de  même 

[AwB*0]. 

En  effet,  le  calcul  de  cet  invariant  se  ramène  à  celui  de  |  A"'l>"|.  qui 
est  connu  et  à  celui  de  [A"'B"C|.  Ce  dernier  se  ramène  à  |  A'"(  1],  qui 
est  connu,  et  à  [A'"BC].  Ce  dernier,  à  son  tour,  se  ramène  à  |  BC  |  et 
à  [ABC],  qui  sont  tous  deux  supposés  connus. 

Considérons  maintenant  une  combinaison  quelconque 

[AwB"(>B*ArC*B'CB]. 

On  ramènera,  par  le  même  procédé,  le  calcul  de  cet  invariant  à 
celui  de 

[ABCBACBC], 

où  les  lettres  sont  restées  les  mêmes  et  dans  le  même  ordre,  mais  où 
tous  les  exposants  sonl  réduits  à  l'unité. 

Je  dis  maintenant  qu'on  peul  ramener  le  calcul  de  cel  invariant  à 

celui  de 

[ABCi  \r>>CI5C|. 

où  deux  des  lettres  sonl  permutées. 
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En  effet,  noire  formule  de  récurrence  permet  de  réduire  le  calcul  de 

[ABC(BA)CBC] 
à  celui  de 

[ABC.CBC] 

(où  le  nombre  des  lettres  est  moindre,  et  que,  par  conséquent,   on 
peut  supposer  préalablement  calculé)  et  à  celui  de 

[ABC(BA)-'CBC]  =  [AliCA-'B-'CBC]; 

en  réduisant  les  exposants  à  l'unité,  ce  dernier  devient 

[ABCABCBC]. 

[1  est  clair  qu'en  appliquant  d'une  façon  convenable  le  double  pro- 
cédé <  1 1 1  î  permet  de  permuter  deux  lettres  quelconques  et  de  réduire  les 
exposants  à  l'unité,  on  arrivera  à  réduire  de  plus  en  plus  le  nombre  des 
lettres  de  telle  façon  qu'on  sera  ramené  Gnalemenl  à  l'invarianl  connu 
[ABC]. 

On  connaîtra  donc  ainsi  l'invariant  d'une  substitution  quelconque 
du  groupe. 

On  peut  en  conclure  ce  qui  suit  : 

Pour  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  aient  pour  invariant  la 
racine  carrée  d'un  entier  (ce  qui  arrive  nécessairemenl  quand  les  sub- 
stitutions A,  1),  C  ont  leurs  coefficients  entiers),  il  faut  el  il  suffît  que 

[A]»     |l!|s,     [C]»,     [A][B][AB],     [B][C][BG],     [C][A][CA| 

.•î 

[A][B]|C][ABC] 

soient  des  entiers. 

Mais  nos  sept  invariants  eux-mêmes  ne  sonl  pas  indépendants  les  uns 
des  autres.  Il  y  a  entre  eux  une  relation  algébrique. 

(  lette  relation  se  présente  sous  une  forme  plus  symétrique,  quand  ou 
considère,  au  lieu  de  nos  sept  invariants,  les  se  pi  invariants  suivants  (ce 
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qui  revient  d'ailleurs  au  même) 

[A]  =  a,         [BJ  =  p,         [C]  =  P',         |C'P>-|,    >. 
[BA]  =  T,         [  CA  |  =  T',         [C-B~«A]=Y". 

J'ai  représenté,  pour  abréger,  les  sept  invariants  par  1rs  lettres  ac, 

La  relation  s'écrit  alors 

a*  -+-  0»  +  y2  +  ?'2  +  T'2  +  ?"2  +  Y"2  -  4 

=  apT  +  apY+ap'Y+  PyY  +  ?'ïV+  ?"TV 

-  «PPY-  «PPY-  «P'P't  +  aSPPT  -  PP'P'- 

On  arriveàun  résultat  analogue  dans  le  cas  d'un  groupe  dérivé  de 

quatre  substitutions  ou  d'un  plus  grand  nombre. 

Soit  un  groupe  dérivé  de  n  substitutions 

»   M  »  2  1  •    •    •  1  -'  »  /(  • 

Pour  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  aient  pour  invariant 
la  racine  carrée  d'un  entier,  il  faut  et  il  suffit  que 

[A,]2,     [A,]-,     ...,     \\„\\ 

ainsi  que  toutes  les  combinaisons 

|ArA^AV...A-||A,p,|Ajp,..|A„p, 

(oit  les  exposants  s  sont  égaux  soit  à  o,  soit  à  i  »,  soient  des  entiers. 

VI.  —  Réduction  des  substiti  riONS. 

\  oiei  la  question  que  je  me  propose  de  traiter  dans  ce  paragraphe. 
Soit  S  une  substitution  à  coefficients  entiers  <•!  de  déterminant  i; 
soit  T  une  autre  substitution  à  coefficients  entiers  el  <!<•  déterminant  i  : 


Y\0  H.    POINCARÉ. 

je  dirai  que  la  substitution  S  et  sa  transformée 

T-«  ST 

sont  homologues  e1  appartiennent  à  la  même  classe. 

(  )ela  j)osé,  parmi  toutes  les  substitutions  d'une  même  classe,  il  \  en 
a  une  (|iii  est  plus  simple  que  toutes  les  autres,  et  que  j'appellerai  sub- 
stitution induite. 

On  peut  se  proposer,  étant  donnée  une  substitution  S,  de  trouver  la 
substitution  réduite  qui  appartient  à  la  même  classe,  ou,  en  d'autres 
termes,  de  réduire  la  substitution  S. 

Ou  voit  d'abord  tout  de  suite  que  deux  substitutions  homologues  ont 
mêmes  multiplicateurs.  Je  supposerai,  comme  je  l'ai  fait  jusqu'ici, 
qu'un  des  multiplicateurs  est  égal  à  r,  ainsi  (pie  le  produit  des  deux 
autres. 

Il  résulte  de  là  qu'il  existera  une  forme  linéaire 

À,.r  H-  A, y  -h  A.,r, 

à  coefficients  entiers  et  premiers  entre  eux,  qui  sera  inaltérée  par  la 

substitution. 

On  peut  alors  former  une  substitution  linéaire 


T  = 


A,       X,      A, 
P-,       [*a       [A, 


v., 


à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  i. 

La  substitution  T'ST,  transformée  de  S  par  T,  sera  alors  de  la 
forme 

i       o      o 

b{      h,     h, 

c,      c2      c% 


ce  qui  constitue  une  première  réduction. 

Supposons  d'abord  que  b{  el  c,  soient  nuls,  et  que  la  substitution    S 


LES    FONCTIONS    FLCUSIKNNES    ET    L  ARITHMETIQUE. 


M 


s  écrive 


S  = 


avec  la  condition 


i  o  o 
o  a,  b 
o     c     d  l 


ad  —  bc  =  i . 
Si  Ton  transforme  alors  S  par  une  substitution  T  de  la  forme 

1      o      o 


T  = 


O       A        [J. 

o     X'      u' 


à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  i,  la  substitution  S  conservera 
la  même  forme  après  cette  transformation. 
Envisageons  la  forme  quadratique  binaire 

^  =  c!j2  -h(d  —  a)%r\  —  bc; . 

qui  n'est  pas  altérée  parla  substitution  linéaire 

a     b  I 
c     d  | 

Que  deviendra  cette  forme  lorsque  Ton  remplacera  S  par  sa  trans- 
formée 

T'ST.' 

Tout  se  passera  comme  si  Ton  avait  appliqué  à  celle  forme  la  substi- 
tution 

X      [i. 

X'      u'    I 
D'où  cette  conclusion  : 
Pour  que  deux  substitutions 


S 


! 

0 

o 

0 

a 

b 

O 

c 

d 

I        o        o 

S'  =     o     a      A 

o       c       d 
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appartiennent  à  la  même  classe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  formes 

ci'2  -+-  (d  —  a)'rçf\  —  h  Y]2 

et 

c'ç--\-(d'  —  a')rçf{  —  b'rf 

soient  équivalentes. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  dire  par  définition  que  la  substitu- 
tion S  est  réduite  quand  la  forme  <]/  Test  elle-même. 

La  somme  des  multiplicateurs  de  S  est 

a  +  rf  +  i, 
et  son  invariant 


\ja  -+-  d  -t-  2. 

La  substitution  est  elliptique  si 

(a  -h  d)'2  <  \ ,         d'où         (a  +  rf)  =  o,         (a  ■+-  rf)  =■  =fc  i , 

parabolique  si 

(  a  -h  c/)2  =  4,         d'où         a  -+-  d  =  ±  2, 

hyperbolique  si 

(a  +  rf)2>4. 

La  forint"  2^  a  pour  discriminant 

(d!  —  a)2  -h  4&c  =(a  +  r/  )2  —  4. 

Il  résulte  de  laque  le  discriminant  de  '\>  est  fonction  de  l'invariant 
de  S,  et  par  conséquenl  que  les  substitutions  S  d'invariant  donné  se 
répartissent  en  un  nombre  fini  de  classes. 

La  substitution  S  sera  elliptique  si  -j»  est  définie.  Les  conditions  de 
réduction  pourront  alors  s'écrire 

|  d  —  a  |  <  |  b  |  <  J  c  : 

A  et  c  seront  d'ailleurs  toujours  de  signe  contraire. 
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La  substitution  S  sera  hyperbolique  si  ty  esl  indéfinie.  Il  arrive  alors 
que  chaque  classe  de  substitutions  contiendra  plusieurs  réduites, 
comme  cela  arrive  pour  les  formes  indéfinies. 

Nous  prendrons  alors  pour  unique  condition  de  réduction  que  h  el  c 
soient  de  même  signe. 

Enfin  la  substitution  S  sera  parabolique  si  'l  se  réduit  à  un  carré 
parfait.  Nous  dirons  alors  que  '\>  est  réduite  si  elle  s'écrit  'l  =  <■':-.  de 
telle  sorte  que  les  conditions  de  réduction  de  S  s'expriment  comme  il 
suit  : 

b  =  o,         d'où         a  =  d  =±  i. 

Enumérons  maintenant  les  substitutions  elliptiques  réduites. 
Pour  a-+-d=o,   le  discriminant  de   i']j  est  égal  à   —  \.  el  celui 
de  '\i  à  —  1 .  Si  i\i  est  une  réduite,  on  a  donc  • 

^  =  ^  +  Y- 
La  substitution  réduite  S  s'écrit  alors 


1 

0 

0 

o 

o 

—  I 

0 

1 

0 

Pour  a -h  cl  =  i,  le  discriminant  de  2<J>  est  égal   à  —  3,  el  cette 
forme  i'\>  est  improprement  primitive.  On  a  alors,  si  ->.i  esl  réduite, 

^p+fy  +  i,», 

de  sorte  que  Ton  trouve  pour  S 


S,= 


i     o         o 

o      o       —  I 
O       I  I 


Pour  a  -h  d  =  —  i,  on  trouve  encore 

<P  =  52 -h  É7]  +  V- 
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ce  qui  donne» 
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I  o  o 

S ,  -—      O      —  I       —  J 
O  I  o 


I 

o 

0 

0 

—  ] 

0 

o 

0 

—  I 

Nous  classerons  encore  parmi  les  substitutions  elliptiques  la  substi- 
tution suivante 


S.= 


pour  laquelle  la  forme  '\>,  étant  identiquement  nulle,  ne  peut  être  re- 
gardée ni  comme  définie,  ni  comme  indéfinie. 

Il  y  aura  donc  en  tout  quatre  classes  de  substitutions  elliptiques. 

Nous  remarquerons  que  la  substitution  S3  n'est  autre  chose  que  le 
carré  de  la  substitution  S2. 

Quant   aux  substitutions   paraboliques    réduites,   elles   s'écriront, 
soit 

i      o     o 


S 


soil 


S,= 


O       1       o 
o       C      I 

o 

—  I 

c      — 


où  c  est  un  entier  quelconque. 

Ne  supposons  plus  maintenant  que  />,  el  c,  sont  nuls  et  écrivons 
noire  subsl itulion  S  sous  la  forme  suivante 


1 

0 

o 

*, 

a 

b 

c, 

c 

cl 
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avec  la  condition 

ad  —  bc  =  i . 

On  peut  supposer  que  la  réduction   a  été  faite  comme  si  b,  et  c{ 
étaient  nuls  et  par  conséquent  que  Ton  a 

(i)  \d-a\<\b\<\c\ 

ou 

(  2  )  d  =  a  =  —  i ,         b  =  c  ■=  o 

si  la  substitution  est  elliptique; 

(3)  bc>o 
si  elle  est  hyperbolique,  cl 

(4)  b=o 

si  elle  est  parabolique. 

Il  s'agit  maintenant  de  réduire  autant  que  possible  les  coefficients  bt 
et  c,. 

Pour  cela,  écrivons  les  équations  qui  définissent  la  substitution  S  d<- 
la  façon  suivante  : 

y '  =  b ,  x  ■+-  ay  -h  bz. 

z'  =  c,x  -+-  cy  -+-  dz. 
Posons  ensuite 

7=7<  +  a^j         z  =  s, -+-{*#; 
d'où 

/  =  7>w-         z  =  z\  +  $x'. 

Les  deux  dernières  équations  s'écriront  alors 

y\  =  x[bt  +(«  —  i)a  4-  ôp  |  -hay{  -h  bz,. 

z\  =  x\c{  -h  col  -+- (d  —  i )J5 1  H-  c r,  4- flfe,. 
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I'ji  d'autres  termes,  les  coeffîcienls  de  la  substitution  S  n'ont  pas 

changé  par  cette  transformation,  sauf  que  b{  et  c,  sont  devenus 

1>K  +{a  —  i  )a  ■+■  èfi, 
c,  -h  col  ~¥-(d—  i)3. 

Le  problème  consiste  à  déterminer  les  entiers  a  el  fi  pour  dimi- 
nuer aillant  que  possible  A,  et  c,.  Je  dirai  que  deux  systèmes  de  noni- 
bres  (bt,  c,  )  et  (//,,  c\  )  appartiennent  à  une  même  classe  si  Ton  penl 
trouver  deux  entiers  a  et  fi,  tels  (pie 

//(  =  bx  h- (a  —  i)a  +  Aà3, 
c',  =  c,  -h  col -h  (d  —  i)^. 

Le  nombre  des  classes  entre  lesquelles  se  répartissent  les  systèmes 
(  A,,  r,  )  est  alors  égal  à 


(a-\)  h 

(d-i) 


=  I  2  —  a  —  d 


Parmi  les  systèmes  (/;,,  ct)  appartenant  à  une  même  classe,  il  y  en 
aura  un  que  l'on  regardera  comme  pins  simple  que  les  autres  et  (pie 
Ton  appellera  s\sième  réduit;  le  nombre  des  systèmes  réduits  est 
fini. 

Alors,  pour  qu'une  substitution 


I  ()        o 

A,      a     h 

r,       c      d 


soit  réduite,  il  faudra  non  seulement  (pic  les  quatre  entiers  a,  A,  <■,  d 
satisfassent  aux  conditions  (i),  (2),  (3)  ou  (4)  énoncées  plus  haut, 
mais  encore  que  le  système  (A,,  r,  )  soit  réduit. 

Nous  avons  vu  pins  haut  (pic,  si  b,  el  c,  sont  mils,  les  substitutions  S 
d'invariant  donné  se  répartissent  en  mi  nombre  fini  <lc  classes.  D'après 
ce  qui  précède,  cela  est  encore  vrai  si  A,  cl  c,  ne  sont  pas  nuls. 
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Revenons  au  cas  des  substitutions  elliptiques  et  cherchons  à  déter- 
miner les  systèmes  réduits  (bn  C|).  Il  y  a  quatre  cas  à  considérer, 
puisque  les  substitutions  elliptiques,  quand  b,  =  c,  =  o,  se  répartissenl 
en  quatre  classes. 

Premier  cas  : 

a  =  d  =  o,  b=—  i,  c=  i; 

2  —  a  —  rf=2;ilya  deux  systèmes  réduits 

A,  =  c,  =  o,  h(  =  i.  c,  —  o. 

Deuxième  cas  : 

a  =  o,         c  =  d  =  i,         b  =  —  i  ; 
2  —  «  —  û?  =  i;  il  n'y  a  qu'un  système  réduit 

//,  =  c,  =  o. 
Troisième  cas  : 

a  =  b  =  ~  i,         c  =  i,         rf  =  o; 
2.  —  a  —  d=  3;  il  y  a  irois  systèmes  réduits 
6,  =  o,  c,  =  o,  &!  =  i,  c,  =  o,  A,   =2,  c,       o. 

Quatrième  cas  : 

a  =  d  =  —  r ,  6  =  c  =  o  ; 

■2  —  a  —  <7  =  'i  ;  il  \  a  quatre  systèmes  réduits 

ht  =  o      on       i ,  C,-=  o     OU      i . 

Mais,  si  nous  observons  qu'en  appliquant  à  \  <'i  r  une  transformation 
linéaire,  on  fait  subir  cette  même  transformation  à  A,  <-l  c,  -.m-  changei 
(Tailleurs  les  autres  coefficients  de  S:  nous  verrons  que  ces  quatre 
systèmes  peuvent  être  réduits  à  deux. 
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Il  v  a  donc  huit  substitutions  elliptiques  réduites  que  je  vais  énu- 
mérer. 


S,= 


s.,- 


s:, 


s,  = 


I 

<) 

o 

() 

(> 

—  I 

o 

I 

0 

I 

0 

0 

0 

() 

—  I 

() 

l 

I 

I 

1 

o 

1 

o 

1 

1 

0 

1 

o 

I 

() 

o 

0 

—  1 

0 

() 

() 

—  1 

I 

0 

0 

s;  = 

I 

0 

—  1 

0 

[ 

o 

1 

o 

o 

s3  = 

o 

—  I 

—  I 

o 

I 

0 

I 

0 

0 

,      s;  = 

2 

—  1 

—  I 

o 

1 

—  0 

1 

o 

0 

,         S',= 

I 

—  I 

0 

i 

0 

—  I 

On  peut  faire  une  classification  analogue  pour  les  substitutions  pa- 
raboliques, niais  le  nombre  des  classes  est  infini;  on  doit  envisager 
d'abord  le  cas  où  les  trois  multiplicateurs  sont  égaux  à  i;  on  trouve 
alors  que  la  substitution  doit  être  de  la  forme 


S'. 


i      o     o 
a     i     o 

/;       C       i 


Les  transformations  qu'on  peut  faire  ne  peuvent  changer  la  valeur 
de  a  et  de  c.  La  seule  réduction  possible,  c'est  d'amener  b  à  être  plus 
petit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  c  (et  par  consé- 
quent à  être  nul,  si  a  et  c  sont  premiers  entre  eux);  on  peut  égalemenl 
supposer  que  c  n'est  pas  nul. 

(  )n  considérera  ensuite  le  cas  où  deux  des  multiplicateurs  sonl  égaux 
à  —  i  ;  on  a  alors 

a  =  d = i ,         2  —  a  —  d =  A . 
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On  a  donc  quatre  systèmes  réduits  (bt,  c,)ct  quatre  substitutions 

réduites 


S.= 


SI  = 


I 

0 

0 

o 

—  i 

0 

o 

c 

—  I 

I 

0 

0 

I 

—  I 

o 

0 

c 

—  I 

s:.= 


s:= 


[ 

o 

0 

0 

—  I 

o 

I 

c 

—  1 

I 

0 

0 

I 

—  1 

o 

1 

c 

—  I 

VII. 


Substitutions  elliptiques. 


Nous  allons  chercher  dans  ce  paragraphe  quelle  est  la  condition 
pour  qu'une  forme  quadratique  admette  une  substitution  semblable 
elliptique,  et  d'abord  quelles  sont  les  formes  qui  ne  sont  pas  altérées 
par  les  huit  substitutions  réduites  S,,  S',,  S2,  S,,  S'„  S.',,  S.,  el  S.  défi- 
nies dans  le  paragraphe  précédent. 

On  a  entre  ces  diverses  substitutions  les  relations  suivantes 


S;  =  S„ 

s;2  =  s;, 

s;=i, 

s;2  =  « , 

s2=s„ 

s^=s4, 

s;=i, 

S?=i, 

s;3  =  « 

s;=i. 

Cela  posé,  nous  résoudrons  successivement  les  problèmes  suivants 

i°  Formes  inaltérées  par  S.s.  —  Ce  sont  les  formes 

A./;2  -+-  \'y-  -h  'i\Uz  +  A"  s2  ; 

2°  Formes  inaltérées  par  S',.  —  Ce  sont  les  formes 

A./;2  +  A>2  +  2Byz  +  A"-a  -  (A' -H  h)xy  -  (  A"  -h  15  \xs, 

où  Ton  doit  avoir 

A'=A"=e!S         (mod2). 

3°  Formes  inaltérées  par  S,  et  par  conséquent  par  S,.  -  Ce  sonl 

les  formes 

\  .,•-  -t-  A'(y-+z'1). 
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4°  Formes  inaltérées  par  S',  et  par  conséquent  par  S. .        (  le  soul 

les  formes 

Ax+  A'(y2+-  z2  —  ocy  —  xz)j 

où  A'  doit  èlre  pair. 

5°  Formes  inaltérées  par  S2  el  par  conséquent  par  S.,  <?^  /;«/•  S,. 
—  Ce  sont  les  formes 

Ar+A'(/-  +  7;  H-  z2), 

où  A'  doit  èlre  pair. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autre  forme  inaltérée  par  S3. 
6°  Formes  inaltérées  par  S'3.  —  Ce  sont  les  formes 

A.x2  +  A'(y2  -h  yz  -h  z'2  —  xy  —  #r  ). 

où  A'  est  pair. 

7°  Formes  inaltérées  par  S'!,.  —  Ce  sont  les  formes 

A.x-2  h-  A'(/-  +>'-  -h  s2  —  aary  —  2.n). 

OÙ  A   est  pair. 

Nous  allons  chercher  maintenant  si  une  forme  quadratique  donne.' 
admet  une  substitution  elliptique;  pour  cela,  il  faut  évidemment  cl  il 
suffit  qu'elle  soit  équivalente  à  l'une  des  sept  formes  que  je  viens  d'é- 
numérer. 

Je  dis  d'abord  qu'on  pourra  reconnaître  s'il  en  est  ainsi  par  un 
nombre  limité  d'essais. 

En  effet,  prenons  d'abord  la  première  forme 

Ax-  -h  A' y-  -+-  iByz  ■+-  A"z2. 

Klle  a  pour  déterminant 

A(A'A"-  Ba  ). 

(  )n  décomposera  donc  le  discriminant  A  de  la  forme  donnée  en  deux 
fadeurs 

A  =  AD, 

ce  qui  ne  peut  se  faire  que  d'un  nombre  limité  de  manières.  On  cou- 
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struira  ensuite  une  forme  binaire  réduite 

A'y?  -f-  o.Byz  -+  A"sa 

de  déterminant  D,  ce  qui  ne  peut  se  faire  encore  que  «l'un  nombre 
Limité  de  manières.  On  n'a  plus  ensuite  qu'à  examiner  si  la  forme 

A.r  +  A'y2+  zByz  +  A  ';-. 

ainsi  construite,  est  équivalente  à  la  forme  donnée. 

La  môme  méthode  s'applique  sans  changement  aux  troisième  el  cin- 
quième formes 

A.r-  + A'(/2+  :-'2)     et     Aa?2  +  A'(y*  +  K-s  +4 

Mais  le  nombre  des  essais  est  encore  plus  limité;  le  déterminant  de 
la  troisième  forme  est  égal  à  AA'2  et  celui  de  la  troisième  à  3  AI>J  |  en 
posant  A'  =  2B),  de  sorte  qu'une  forme  ne  peut  admettre  une  sub- 
stitution semblable  équivalente  à  S2  que  si  son  discriminant  est  divisible 
par  3. 

En  ce  qui  concerne  la  seconde  forme 

Aar-+-  My2+iByz-{-A!'z'-  |  A'-f-  B)xy  -  1  A" -h  H)./-, 
que  Ton  peut  écrire 

(i)    Kx-  -  (2B*+  B)/2-t-  2B72  -  (2B'+  B)s2  +  2B'V  l  2B  xz, 
le  nombre  des  essais  est  encore  limité.  En  effet,  son  déterminanl  -  écril 

(2A  +B'+  ir)(/i>P>'ir+  BB'-hBB"). 
On  décomposera  donc  le  déterminant  A  en  deux  facteurs 

A -CD. 

Alors  j.\)  désigne  le  déterminant  de  la  for binaire 

(2B"+  B)y2  +  2Byz      (2B'      B): 


i&j 


Journ.  de  Math.  (4«  série),  tome  III.    -Fasc.  IV,  1887. 


"I 
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Ces  formes  binaires,  qu'on  peut  être  conduit  à  essayer,  se  répartissent 
donc  en  un  nombre  fini  de  classes. 

Si  nous  faisons  subir  à  la  forme  (i)  une  transformation  linéaire  de 
déterminant  2,  en  posanl 


y=yt  +  x 


1 1 


IX, 


elle  deviendra 

(2)   (4A+2B/H-2B/,)^-(2B"H-B)7;+2B-h<x1-1-(2B'+B)5;. 

On  peut,  de  plus,  supposer  que  la  forme  binaire 

(!)  (2B"-hB)y2-2B/z-t-(2B'+  V>)z< 

a  été  réduite  autant  que  possible  par  une  substitution  ne  portant  que 
sur  y  et  z. 

Si  B  est  pair,  on  peut  appliquera  cette  forme  binaire  une  substitution 
linéaire  quelconque  sans  faire  cesser  la  particularité  qui  la  caractérisa  . 
à  savoir  que  les  coefficients  dej  '2,  de  z2  et  de  lyz  sont  de  même  parité. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  cette  forme  est  réduite  au 
sens  ordinaire  du  mot,  c'est-à-dire,  si  nous  la  supposons  définie,  que 
Ton  a 

|  2B  |<|  2B"-h  B  |<|  2H i'+B  |. 

<  )n  ne  pourra  donc  former  qu'un  nombre  fini  de  formes  (2)  et,  par  con- 
séquent, qu'un  nombre  fini  de  formes  (1)  satisfaisant  à  la  fois  aux  con- 
ditions 

A  =  (2A  +B'+  B'XaB'B'-f-BB'  +  BB"), 

B     io     (mod2),         |  2B  K|  2B"+B  |<l  26'+ B  |. 

<  )n  n'aura  donc  qu'un  nombre  limité  d'essais  à  faire  pour  reconnaître 
si  Tune  de  ees  tonnes  est  équivalente  à  la  l'orme  donnée. 

Supposons  maintenant  que  B  soil  impair.  On  m' peut  pasappliquer 

a  noire  l'orme  binaire 

<  3)  (>IV  -h  B)/2-     iWvz   h(2B'-f  B)ra 
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une  substitution  linéaire  quelconque  sans  que  les  trois  coefficients  de 
y2,  de  'iyz  et  de  ;2  cessent  d'être  tons  trois  impairs.    Pour  qu'une 


substitution 


*  ) 


* 


ne  fesse  pas  cesser  cette  particularité,  il  faut  que  l'on  ail 

(  mod  2  i. 


a     (3 


i      o 
o     i 


ou 


<)      I 

I      () 


Les  substitutions  qui  satisfont  à  Tune  de  ces  deux  conditions  forment 
un  groupe  G  qui  est  un  sous-groupe  à  congruences  du  groupe  arithmé- 
tique. 

Nous  n'avons  donc  plus  ici  le  droit  de  supposer  que  la  forme  <  3  i  est 
réduite  au  sens  ordinaire  du  mol,  cVsl-à-dire  par  rapport  au  groupe 
arithmétique,  mais  seulement  qu'elle  est  réduite  par  rapport  au 
groupe  G. 

II  est  aisé  de  voir  que  les  conditions  de  réduction  s'écrivenl  alors 

B     <|   2B"+  15     <     2B'+  15    . 

On  ne  pourra  évidemment  trouver  qu'un  nombre  limité  de  formes 
ou  (ï)  satisfaisant  simultanément  aux  conditions 

A  =  (2A  +  B  +  B,,)(2B'B"h-  1515  4   BB'  >. 
15       .      (mod  m.  15     <     2B"-«-  15     <     2B  +-  15    . 

<  )n  n'aura  doue  encore  qu'un  nombre  limité  d'essais  à  faire  pour  rc 
connaître  si  l'une  de  ces  formes  est  équivalente  à  la  forme  donnée. 
Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  sans  changemenl  à  lu  forme 

\  ./•--*-  A(r  +  :3-rr  -  xz) 

reproducl  ible  par  S, . 

Il  nous  reste  à  examiner  comment  on  pourra  reconnaître  si  une  forme 
donnée  est  susceptible  d'être  reproduite  par  une  substitution  homo 
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logue  à  S'3  ou  à  Sg,  c'est-à-dire  si  elle  est  équivalente  àl'une  des  formes 
(4)  Ax2-h2B(y*+yz-hz*-  $xy  -  $xz), 

OÙ  $  =  I    OU    2. 

J'appellerai  d'abord  l'attention  sur  l'effet  que  produit  sur  celle  forme 
la  substitution  suivante  de  déterminant  3 

x  =  3x„         y=yt-+-$xn  z  =  zi-h$xî. 

La  forme  devient 

(9A-6Bp'X  +  aB(7; +/,•*,  +  *;). 

Le  déterminant  de  la  forme  (4)  est,  d'ailleurs,  égal  à 

3AB2-2B8P2, 
c'est-à-dire  à 

3AB2-2B3     ou     3AB2-8B3, 

selon  que  (3  est  égal  à  i  ou  à  ■?.. 

Il  est  clair  qu'on  ne  peut  trouver  que  d'un  nombre  fini  de  manières 
deux  nombres  entiers  A  et  13  satisfaisant  à  Tune  des  deux  conditions 

3AB2-  2B3  =  A        ou        3AB2-  8B8  =  A~ 

(  )n  n'aura  donc  qu'un  nombre  limité  dessais  à  faire  pour  reconnaître 
si  une  forme  donnée  de  déterminant  A  est  équivalente  à  Tune  des 
formes  (4). 

Ainsi,  dans  Ions  les  cas  possibles,  le  nombre  <\c>  essais  à  faire  esl 
limité,  et  il  peul  être  diminué  encore  par  la  considération  des  ordres 
et  des  genres. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède  el  sans  qu'il  soil  nécessaire  d'in- 
sister, que  tontes  les  formes  n'admettront  pas  de  substitution  semblable 
elliptique. 

Mais,  en  revanche,  on  voit  loni  de  suite  qu'une  forme  quadratique 
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quelconque  F  est  toujours  commensurable  avec  une  forme  qui  admel 
une  substitution  semblable  elliptique.  Et,  en  effet,  quelle  que  soi!  [a 
forme  F,  on  peut  toujours  trouver  une  substitution  à  coefficients  com- 
mensurables  T',  telle  que 

FT  =A^+B72+C~. 

Cette  forme  FT',  commensurable  avec  F,  admet  la  substitution  el- 
liptique S,,. 

Cberclions  maintenant  quelles  sont  les  formes  qui  admettent  une  i\f> 
substitutions  paraboliques  S'.,  S6,  S'6  S"6  et  S(  . 

En  premier  lieu,  les  seules  formes  qui  sont  reproduites  par  une  des 
quatre  substitutions  S„  S'G,  S'j.  et  S'J  ont  leur  discriminanl  nul.  Nous 
devons  donc  les  laisser  de  côté  et  ne  nous  occuper  que  d*^  formes  re- 
produites par 

o 


S 


Ces  formes  s'écriront 


(  5  )  Ax2+  M  y-  +  2  W.iz  ■+-  2  B'xy 

avec  les  conditions 

\rr-r~  2B'b+  2ÏÏ"a=  A'aH   B'c  =  o. 

Pour  qu'une  forme  quadratique  admette  une  substitution  parabo- 
lique, il  faut  et  il  suffît  qu'elle  soit  équivalente  à  la  for l  5  |  ou,  en 

d'autres  termes,  qu'elle  soit  susceptible  de  représentero,  conformémenl 
aux  conditions  du  §  CCXCIX  des  Disquisitiones  arithmelicœ. 

Cela  est  conforme  à  mi  résultai  déjà  obtenu  par  M.  Selling. 


V] 


—    Kesumk. 


Nous  pouvons  maintenant  résumer  ainsi  les  résultats  encore  très  in- 
complets que  nous  avons  obtenus. 
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Au  groupe  dos  substitutions  à  coefficients  entiers  qui  n'altèrent  pas 
une  forme  quadratique  donnée  F  correspond  toujours  un  groupe 
fuchsien  <|iii  le  détermine  entièrement. 

Les  formes  F  peuvent  d'abord  se  repartir  en  quatre  catégories  : 

i°  Celles  qui  n'admettent  ni  substitutions  elliptiques,  ni  substitu- 
tions paraboliques; 

2°  Celles  qui  admettent  des  substitutions  elliptiques,  mais  pas  de 
substitutions  paraboliques; 

3"  Celles  qui  admettent  des  substitutions  paraboliques,  mais  pas  de 
substitutions  elliptiques; 

4°  Celles  qui  admettent  à  la  fois  des  substitutions  elliptiques  et  pa- 
raboliques. 

Nous  avons  vu,  dans  le  paragraphe  précédent,  comment  un  nombre 
limité  d'essais  permet  de  reconnaître  à  laquelle  de  ces  quatre  catégories 
appartient  une  forme  donnée. 

Si  la  forme  F  est  de  la  première  ou  de  la  deuxième  catégorie,  son 
groupe  fuchsien  principal  sera  de  la  première  famille;  si  F  est  de  la  troi- 
sième catégorie,  son  groupe  fuchsien  est  de  la  deuxième  famille;  si  F 
est  de  la  quatrième  catégorie,  son  groupe  fuchsien  est  de  la  sixième 
famille. 

Si  la  forme  F  est  de  la  première  catégorie,  le  polygone  générateur 
de  son  groupe  fuchsien  a  l\p  côtés,  les  côtés  opposés  étant  conjugués. 
Les  \p  sommets  forment  un  seul  cycle,  et  la  somme  des  angles  esl  (''gale 
à  2-. 

Si  F  est  de  la  deuxième  catégorie,  les  sommets  du  polygone  géné- 
rateur peuvent  forme!1  plusieurs  cycles.  (Il  convient  d'ajouter  que  le 
plus  souvent  ils  n'en  forment  qu'un  seul  et  qu'il  n'y  aura  plusieurs 
cycles  que  dans  des  cas  exceptionnels.)  Pour  reconnaître  combien  ces 
sommets  forment  de  cycles,  on  construira  les  formes 

A./J  ■+-  A'.r'  4-  A";-'  -}-  ±\\\  z 

(la  forme  binaire  A')'2+ A";-+  2B/Z  étant  réduite)  ou  bien  encore 
les  formes  (1)  et  (4)  du  paragraphe  précédent.  Si  la  forme  F  est  équi- 
valente  à  //  dr>  formes  ainsi  construites,  les  sommets  du  polygone  gé- 
nérateur formeront  //  cycles. 
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La  somme  des  angles  de  l'un  quelconque  de  ces  cycles  sera  égale  a 
~'  2'  3  ou  T"  Si  F  cst  équivalente  à  une  forme  reproductible  par  S,  ou 
S'.,  la  somme  des  angles  du  cycle  correspondant  serair;  si  F  est  équi- 
valente à  une  forme  reproductible  par  S,  ou  S',,  la  somme  des  angles 
du  cycle  correspondant  sera  ~;  si  F  est  équivalente  à  une  forme  repro- 
ductiblc  par  S,,,  la  somme  des  angles  du  cycle  correspondant  sera  -; 
si,  enfin,  F  est  équivalente  à  une  forme  reproductible  par  S  ou  S",  la 
somme  des  angles  du  cycle  correspondant  sera  —• 

Si  F  est  de  la  troisième  catégorie,  les  sommets  du  polygone  généra- 
teur sont  tous  sur  le  cercle  fondamental,  et  ils  formenl  un  ou  plusieurs 
cycles  (en  général  un  seul),  dont  la  somme  dc>  angles  esl  nulle. 

Si  F  est  de  la  quatrième  catégorie,  les  sommets  du  polygone  géné- 
rateur sont  les  uns  sur  le  cercle  fondamental,  les  autres  à  l'intérieur,  el 
ils  forment  plusieurs  cycles  dont  la  somme  des  angles  peul  être  o,  -. 
—    iî        i~ 
2    5  6 

Nous  avons  rencontré  aussi  d'autres  propriétés  du  groupe  fuchsien 
principal  d'une  forme  F.  En  premier  lieu,  les  multiplicateurs  des  di- 
verses substitutions  devront  satisfaire  aux  conditions  exposées  au  £  \  . 
En  second  lieu,  ce  groupe  fuchsien  devra  être  commensurable  avec  ses 
transformés  par  une  infinité  de  substitutions,  correspondant  aux  substi 
tutions  fractionnaires  étudiées  au  $  IV. 

11  me  reste  à  parler  des  substitutions  gauches. 

Dans  la  théorie  des  groupes  fuchsiens,  on  décompose  le  cercle  fon- 
damental en  une  infinité  de  polygones  égaux  entre  eux  au  poinl  de 
vue  pseudogéométrique;  les  angles  sonl  égaux  entre  eux  au  sens  ordi- 
naire du  mot,  et  les  cotés  sonl  égaux  à  noire  poinl  de  vue  spécial, 
c'est-à-dire  qu'ils  ont  même  L. 

Considérons  une  circonférence  coupant  orthogonalemenl  le  cercle 
fondamental,  el  supposons  qu'on  transforme  un  de  nos  polygones  I» 
par  inversion  (par  rayons  vecteurs  réciproques)  par  rapport  à  cette 
circonférence.  Nous  dirons  alors,  au  poinl  de  vue  pseudogéométrique, 
< pie  le  polygone  I!  et  son  transformé  II'  sonl  symétriques  par  rapport  à 
cette  circonférence.  Ces  deux  polygones  auront  mêmes  angles  cl  mêmes 
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côtés  (  à  notre  point  de  vue  spécial),  mais  les  éléments  homologues 
seront  disposés  dans  l'ordre  inverse. 

Si  nous  considérons  ensuite  un  polygone  II",  égal  à  R'  an  point  de 
vue  pseudogéométrique,  les  deux  polygones  R  et  II"  auront  aussi  les 
éléments  homologues  égaux,  mais  disposés  dans  l'ordre  inverse.  Nous 
dirons  alors  qu'ils  sont  symétriques  en  grandeur,  mais  non  en  position. 

Si  la  forme  F  admet  une  substitution  gauche,  on  peut  décomposer 
le  cercle  fondamental  en  une  infinité  de  polygones  curvilignes;  deux 
quelconques  de  ces  polygones  sont  égaux  entre  eux  ou  symétriques  (en 
grandeur)  au  point  de  vue  pseudogéométrique;  deux  polygones  adja- 
cents sont  toujours  symétriques,  et  la  réunion  de  ces  deux  polygones 
adjacents  symétriques  constitue  le  polygone  générateur  du  groupe 
fuchsien  formé  en  ne  considérant  que  les  substitutions  droites. 

La  substitution 


S,= 


])cul  être  à  volonté  considérée  comme  droite  ou  gauche,  puisqu'un  de 
ses  multiplicateurs  est  égal  à  -h  i,  et  deux  à  —  i. 

Nous  avons  vu  que,  pour  savoir  si  la  forme  F  est  reproductible  par 
une  substitution  homologue  à  S4,  il  suffit  de  chercher  si  elle  est  équiva- 
lente à  une  forme,  telle  que 

Ax2  -+-  A' y2  -h  2Byz  -h  A"z-. 

Mais  deux  cas  sont  à  distinguer  :  ou  bien  la  forme  binaire 

K' y"1  +  iByz  -+■  A"  z2 


est  définie,  el  alors  nous  regarderons  la  substitution  S.,  comme  droite 
el  elliptique,  ou  bien  cette  forme  binaire  est  indéfinie,  el  alors  nous  re- 
garderons S4  comme  une  substitution  gauche. 

On  comprend  ainsi  ce  qu'on  doit  entendre  quand  je  disque  F  esl 
reproductible  par  une  substitution  gauche  appartenant  à  la  même 
classe  que  S,.  Si  cela  arrive,  le  polygone  générateur  peut  se  décom- 
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poser  en  deux  polygones  adjacents  symétriques  l'un  de  l'autre,  non 
seulement  en  grandeur,  niais  encore  en  position,  le  côté  commun  ser- 
vant d'axe  de  symétrie. 

Les  résultats  que  je  viens  d'exposer  demanderaient  évidemment  à 
être  complétés.  Les  propriétés  nouvelles  (\<->  groupes  que  nous  avons 
étudiés  ne  suffisent  pas  pour  les  déterminer  complètement;  mais,  en  en 
fanant  un  usage  judicieux,  on  peul  notablemenl  simplifier  les  anciens 
procédés  de  calcul  qu'on  employail  autrefois  pour  former  ces  groupes. 


IX.  —  Généralisation  du  théorème  d'addition. 

Dans  ce  qui  précède,  je  me  suis  efforcé  de  montrer  la  possibilité 
(remployer  les  fonctions  fuchsiennes  dans  des  questions  d'Arithmétique. 
L'application  inverse  de  l'Arithmétique  à  la  théorie  des  fonctions 
fuchsiennes  est  au  moins  aussi  féconde. 

L'analogie  des  fondions  fuchsiennes  et  des  fonctions  elliptiques  csl 
évidente;  les  premières  ne  changent  pas  quand  l'argumenl  subil  une 
substitution  linéaire  appartenant  à  un  certain  groupe,  de  même  que  les 
secondes  ne  changent  pas  quand  l'argument  augmente  de  certaines  pé- 
riodes. Il  y  a  cependant  une  propriété  (\r<  fonctions  eUip  tiques  qui  ne 
s'étend  pas  immédiatement  aux  fonctions  fuchsiennes,  c'est  le  théorème 
d'addition. 

Si  l'on  augmente  l'argument  d'une  transcendante  elliptique  d'une 
quantité  qui  ne  soit  pas  une  période,  il  \  a  une  relation  algébrique  entre 
l'ancienne  et  la  nouvelle  valeur  de  la  transcendante.  Si  donc  F<  : 
une  fonction  elliptique,  il  \  aura  une  relation  algébrique  entre  F|  r  >  el 
F(  r  -+-  h),  h  étant  nue  constante. 

Voici  quelle  serait  la  généralisation  la  plus  naturelle  de  cette  pro- 
priété. Soient  F(z)  une  fonction  fuchsienne,  S  une  substitution  linéaire 
n'appartenant  pas  à  son  groupe.  Il  devrai!  \  avoir  une  relation  algé- 
brique entre  F|  z  >  el  Fi  s,  S  >.  i  Je  désigne  par  zS,  selon  l'habitude,  ce 
que  devient  s  quand  on  applique  à  cette  variable  la  substitution  S.» 
Il  esl  aisé  de  voir  que  cette  propriété  ne  peut  subsister  pour  toutes  les 
substitutions  fuchsiennes  S.  c'est-à-dire  pour  toutes  l«'s  substitutions 
linéaires  S  qui  n'altèrent  pas  le  cercle  fondamental.   D'autre  part,  il 
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arrivera,  en  général,  que  celle  propriété  n'appartiendra  à  aucune  substi- 
tution fuchsienne;  ce  n'est  donc  que  pour  certaines  fonctions  fuch- 
siennes  exceptionnelles  qu'elle  appartiendra  à  quelques  substitutions 
fuchsiennes. 

A  ce  double  point  de  vue,  on  peut  dire  que  le  théorème  d'addition 
des  fonctions  elliptiques  ne  s'étend  pas,  en  général,  aux  fonctions 
fuchsiennes. 

Je  vais  faire  voir  toutefois  que,  pour  certaines  fonctions  fuchsiennes 
particulières  F(.z),  il  existe  une  infinité  de  substitutions  S,  telles  que 
Y(z)  et  F  (z,  S)  soient  liées  par  une  relation  algébrique.  Il  est  clair 
que,  dans  ce  cas,  ces  substitutions  S  formeront  un  groupe. 

Que  faut-il  pour  qu'il  en  soit  ainsi?  Soit  G  le  groupe  de  la  fonction 
F(.z).  La  fonction  F(s,  S)  sera  aussi  une  fonction  fuchsienne,  et  son 
groupe  sera  le  transformé  de  G  par  la  substitution  S,  c'est-à-dire 
S_l(iS.  Si  les  deux  groupes  G  et  S-1  GS  sont  commensurables  entre 
eux,  leur  groupe  commun  g  sera  un  sous-groupe  d'indice  fini  pour 
chacun  d'eux.  Ce  sera  donc  encore  un  groupe  fuchsien.  Mais  alors  on 
peut  regarder  F(z)  et  V(z,  S)  comme  les  fonctions  fuchsiennes  admet- 
tant le  groupe  g.  Ces  deux  transcendantes  seront  donc  liées  par  une 
relation  algébrique. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Pour  qu'il  y  ail  une  relation  algébrique  entre  une  fonction  fuch- 
sienne F(s)  de  groupe  G  et  sa  transformée  V(z,  S)  par  la  substitu- 
tion S,  il  faut  cl  il  suffit  que  les  (leur  groupes  Ge/S"'GS  soient 
commensurables. 

Je  citerai  d'abord  mi  premier  exemple  sur  lequel  je  ne  m'arrêterai 
pas.  Soient  G  un  groupe  fuehsien  el  g  un  second  groupe  f'uchsien. 
sous-groupe  du  premier;  soit  F(z)  une  fonction  fuchsienne  de  groupe  #. 
Soii  enfin  S  une  substitution  appartenant  à  G,  mais  noua,;'-.  Je  dis 
qu'il  y  aura  une  relation  algébrique  entre  F(  z)  cl  F(  ^.  S  ». 

Soit,  en  effet,  $(z)  une  fonction  fuchsienne  de  groupe  (i:  nous 
pourrons  la  regarder  aussi  comme  une  fonction  de  groupe  g\  elle  sera 
donc  liée  algébriquement  à  Ko.  Mais  nous  pourrons  de  même  re- 
garder (lM  3  |  comme  une  fonction  fuchsienne  de  groupe  S  ■  g  S,  puisque 
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S-1  »S  est  aussi  un  sous-groupe  de  G.  Donc  $(z)  scia  aussi  liée  algé- 
briquement à  F(>,  S).  Gela  prouve  que  F(z)  et  F(r,  S  )  sont  liées  algé- 
briquement l'une  à  l'autre. 

Les  substitutions  S  forment,  dans  ce  cas,  un  groupe  (i  qui  esl  dis- 
continu. Aussi  ce  premier  exemple  n'offre-t-il  pas  grand  intérêt.  Nous 
le  laisserons  donc  décote  pour  ne  nous  occuper  que  des  cas  où  1rs 
substitutions  S,  telles  que  F(z)etF(^,S),  soient  liées  algébriquement, 
forment  un  groupe  continu. 

C'est  ce  que  nous  observerons  dans  un  second  exemple,  à  savoir 
quand  ¥(z)  se  réduit  à  la  fonction  modulaire  J.  Le  groupe  de  cette 
fonction  se  compose  alors  de  toutes  les  substitutions 


y.  z  ■+■  ri 

Y  Z   +  8 


où  a,  (3,  y,  §  sont  quatre  entiers,  tels  que 

aS  —  (fy  =  i . 

Nous  savons  qu'il  y  a  une  relation  algébrique  entre  F(s)  et  F(  *  )  ; 

c'est  cette  relation  algébrique  qui  est  bien  connue  sous  le  nom  adéqua- 
tion modulaire  dans  la  théorie  de  la  transforma  lion  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Vérifions  que  le  groupe  G,  formé  des  substitutions 

(-  «s  +  PN 
r'ï'  +  V' 

où  a,  (3,  y,  6  sont  entiers,  est  bien  commcnsurablc  avec  son  transformé 
S-'  GS  par  la  substitution 

S  =  (,,! 

où  n  est  entier. 

En  effet,  le  groupe  S~'GS  esl  forint'  des  substitutions 


où  a,  [3,  y,  o  sont  entiers  el  tels  que  kS  —  3y  =  ' 
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Le  groupe  commun  g  aux  deux  groupes  G  et  S-1  GS  est  alors  formé 
des  substitutions 

-j.z  +  p  . 


Yâ+i 


où  a,  3,  y,  o  sont  des  entiers  satisfaisant  aux  conditions 

v?j  —  ^y  —  i,         Y  — °         (mod/i). 

C'est  donc,  par  rapporta  G,  un  sous-groupe  à  congruenees  et  par 
conséquent  un  sous-groupe  d'indice  fini.  c.  o.  f.  d. 

Pour  la  même  raison,  on  a  une  relation  algébrique  entre  la  fonction 

modulaire   F(z)  et  Vl1—-],/)  et  n  étant  deux  entiers  premiers  entre 

eux. 

Plus  généralement,  je  dis  qu'il  y  aura  une  relation  algébrique  entre 

la  fonction  modulaire  F(z)  etF(^f-~ ^  j,  a,  b,  c  et  d  étant  des  entier- 
quelconques. 

Car  la  substitution 

a  z        h 
cz  H-  d 

où  r/,  /;,  c,  ^sont  des  entiers  quelconques,  peut  toujours  être  regardée 
comme  la  résultante  de  plusieurs  autres  de  la  forme 


ou  de  la  forme 


+  P\  -  Sî  Q 

ou     aô  —  pY  =  i  j 


iZ./>Z)       ou 


L'ensemble  des  substitutions  S,  telles  que  V\z)  et  F(z,  S)  soient 
liées  algébriquement,  forme  donc  un  groupe  continu. 

Jusqu'à  présent  cet  exemple  ('Mail  isolé,  niais  nous  sommes  mainte- 
nant à  même  d'en  citer  une  infinité  d'autres. 

Envisageons  une  forme  quadratique  indéfinie  F  à  coefficients  entiers 
et  reprenons  les  dénominations  du  §11.  Considérons  le  groupe  repro- 
ductif de  F  formé  de  toutes  les  substitutions  à  coefficients  quelconques 
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qui  n'altèrent  pas  cette  forme,  et  le  groupe  principal  de  F  formé  de 
toutes  les  substitutions  à  coefficients  entiers  qui  n'altèrent  pas  celle 
forme.  A  toute  substitution  du  groupe  reproductif  correspondra  une 
substitution  fuclisicnne  et  au  groupe  principal  de  F  correspondra  un 
groupe  fuchsien  G  qui  sera  le  groupe  fuchsien  principal  de  F. 

Soit  f(z)  une  des  fonctions  fuchsiennes  engendrées  par  le  groupe  <  \. 

J'envisagerai  également  les  substitutions  du  groupe  reproductif  qui 
ont  des  coefficients  fractionnaires  (ce  sont  celles  que  nous  avons  étu- 
diées dans  le  §  IV),  les  substitutions  fuchsiennes  correspondantes  el 
le  groupe  Y  formé  par  ces  substitutions  fuchsiennes  et  qui  sera  un 
groupe  continu. 

Soit  S  une  substitution  fractionnaire  du  groupe  reproductif  de  1  : 
soit  s  la  substitution  fuclisicnne  correspondante  appartenant  à  1  .  En 
vertu  des  lemmes  11  et  VI  du  §  III,  le  groupe  principal  de  F  sera 
commensurable  avec  son  transformé  par  S. 

Donc  G  sera  commensurable  avec  son  transformé  par  s. 

Il  y  a  donc  une  relation  algébrique  entre 

/<  z)     et    /,  s,  s  >, 

s  étant  une  substitution  quelconque  du  groupe  continu  V. 

Les  fondions  fuchsiennes  arithmétiques  jouissenl  donc,  comme  la 
fonction  modulaire,  de  la  propriété  qui  nous  occupe.  La  fonction  mo- 
dulaire n'en  est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  et  on  l'obtient  en  pre- 
nant, pour  la  forme  quadratique  F, 

F       m  J      ixz. 

Ainsi  il  y  a  une  propriété  que  l'on  peul  regarder  co te  la  généra 

lisation  du   théorème  d'addition,  si  l'on  regarde  les  fonctions  fucli 
siennes  comme  la  généralisation  des  fonctions  elliptiques,  mais  que 
Ton  peut  aussi  regarder  connue  la  généralisation  de  la  transformation, 
si  Ton  regarde  les  fonctions  fuchsiennes  comme  la  généralisation  de  la 
fonction  modulaire. 
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Cette  propriété  n'appartient  pas  en  général  cà  lontcs  les  fonctions 
fuchsiennes;  mais  elle  appartient  aux  fonctions  fuchsiennes  arithmé- 
tiques. 

Cela  peut  faire  concevoir  l'espoir  que  ces  transcendantes  arithmé- 
tiques rendront,  dans  la  théorie  de  certaines  classes  d'équations  algé- 
briques, des  services  analogues  a  ceux  qu'a  rendus  la  fonction  modu- 
laire dans  l'étude  de  l'équation  du  cinquième  degré. 


Paris,  i8  murs  1887, 
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Sur  la  caractéristique  cinématique  d'an  système  mécanique 

en  mouvement; 

Par  M.  H.  LÉAUTE, 

Répétiteur  de  Mécanique  à  l'École  Polytechnique. 


Le  système  mécanique  que  nous  considérons  est  formé  d'un  moteur, 
des  outils  qu'il  actionne,  des  transmissions  qui  les  réunissent  el  tous 
les  problèmes  pratiques  que  l'on  peut  avoir  à  résoudre  sur  un  tel  en- 
semble reviennent  au  fond  à  l'étude  du  mouvement  troublé  <le  ce 
système. 

II  importe,  en  effet,  lorsqu'on  se  place  au  poinl  de  vue  dynamique, 
le  seul  qui  convienne  à  la  Mécanique  appliquée,  d'étudier  les  phéno- 
mènes produits  par  les  variations  des  forces  motrices  ou  résistantes  el 
de  laisser  de  côté,  d'une  façon  complète,  l'hypothèse  pure ni  théo- 
rique du  mouvement  uniforme.  L'équilibre  entre  la  puissance  el  la 
résistance  est  une  fiction,  admissible  au  point  de  vue  cinématique  el 
utile  pour  l;i  détermination  du  régime  moyen  ;  mais  elle  ne  permel  de 
résoudre  aucune  des  questions  que  soulèvent  les  applications  H  ne 
donne  même  pas  la  possibilité  de  les  aborder. 

L'étude  du  mouvement  troublé,  et  surtout  celle  du  mouvement  qui 
succède  à  une  perturbation,  a  ainsi  une  importance  particulière;  c'esl 
elle  qui  nous  a  permis  de  résoudre  la  question  fondamentale  de  la  ré- 
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gularisation  de  la  vitesse  ('),  et  il  convient,  dans  tous  les  cas,  de  sim- 
plifier cette  étude  le  plus  possible  en  mettant  en  évidence  les  éléments 
principaux  dont  elle  dépend. 

Or,  quelque  soit  le  problème  que  Ton  se  propose  de  résoudre,  qu'il 
s'agisse- d'éviter  des  oscillations,  de  maintenir  une  vitesse,  de  limiter 
des  efforts,  etc.,  on  rencontre  un  paramètre  qui  joue  le  rôle  le  plus 
important,  qui  caractérise  et  diiïérenlic  les  divers  systèmes  méca- 
niques que  Ton  peut  avoir  à  considérer  et  qui  constitue  ainsi  pour 
chacun  de  ers  systèmes  une  véritable  constante  spécifique.  C'est  ce 
paramètre  que  nous  désignons  sous  le  nom  de  caractéristique  du  sys- 
tème considéré  et  dont  nous  nous  proposons,  en  raison  de  son  impor- 
tance capitale,  de  donner  ici  la  définition  et  la  mesure 

I.  Considérons  une  machine  (2)  eu  mouvement  cl  appliquons-lui  à 
nu  instant  quelconque  le  théorème  des  forces  vives. 

Pour  cela,  remarquons  (pie  l'ensemble  du  moteur  cl  <le  l'outil  con- 
stitue toujours  un  système  à  liaisons  complètes,  et  (pie,  dès  lors,  le 
mouvemenl  est  défini  par  celui  de  l'un  quelconque  des  points  du  mé- 
canisme. 

Choisissons  alors  un  des  arbres  animés  d'une  rotation  continue  et 
définissons  la  \itcsse  de  la  machine  par  le  nombre  de  tours  v  que  cet 
arbre  fait  par  minute. 

Il  est  bien  clair  que  les  vitesses  linéaires  de  tous  les  points  sont,  à 
un  moment  déterminé,  proportionnelles  à  v  et  que  la  force  vive  totale 
est,  (H->  lors,  proportionnelle  àv2. 

Cette  force  vive  se  représente  ainsi  parKv2,  K  étant  un  coefficient 
qui  peut,  dans  certains  cas,  varier  sui\ant  la  position  relative  des  di- 
verses pièces,  mais  qui  reprend  toujours  la  même  valeur  quand  la 
machine  revient  à  la  même  position. 

(  '.es  variations  périodiques  de  K,  dues  aux  pièces  animées  d'un  mou- 


1  i  Mémoire  sur  les  oscillation*  à  longues  périodes  <l<uts  les  machines 
actionnées  />>>/■  des  moteurs  hydrauliques  cl  sur  les  moyens  <!<■  prévenir  ers 
oscillations.  Gauthier-Villars;  i885. 

Non-  ne  faisons  aucune  hypothèse  sur  la  nature  du  moteur,  qui  peut  être 
un  moteur  à  vapeur  ou  un  moteur  hydraulique. 
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vement  non  uniforme,  sont  d'ailleurs  assez  restreintes,  et  c'esl  le  but 
du  volant  de  réduire  leur  influence. 

En  négligeant  ces  inégalités,  toujours  de  faible  amplitude,  c'est- 
à-dire  en  considérant  simplement  le  mouvement  moyen,  il  est  ainsi 
permis  de  regarder  K  comme  une  constante. 

D'autre  part,  le  travail  moteur  dépend  à  la  fois  du  poids  de  fluide  /> 
qui  iraverse  le  moteur  dans  l'unité  de  temps  et  du  rendement  p. 
Nous  avons  établi  dans  un  autre  .Mémoire  (■)  que  ce  travail  était 
proportionnel  à  chacune  de  ces  deux  quantités. 

Enfin  le  travail  résistant  varie  à  chaque  instant  suivant  la  position 
relative  des  diverses  pièces,  mais,  en  un  un  point  d'application  quel- 
conque d'une  résistance,  le  travail  élémentaire  est  proportionnel  au 
chemin  décrit  par  ce  point.  Et,  comme  ces  chemins  sont  eux-mêmes 
proportionnels  à  v,  on  voit  que  le  travail  résistant  total  esl  propor- 
tionnel à  v,  si  l'on  considère  toujours  le  mouvemenl  moyen. 

En  somme  donc,  le  théorème  des  forces  vives  appliqué  à  la  machine 
pendant  un  intervalle  de  temps  dt  donne 

(i)  tbr  =  App  dt  —  Bv  dl. 

A  et  B  pouvant  être  regardés  comme  constantes  pour  une  même  valeur 
de  la  résistance. 

IL  L'équation  précédente  définit  le  mouvement  moyen  de  la  ma- 
chine pendant  un  intervalle  de  temps  élémentaire  quelconque;  appli- 
quons-la à  un  instant  dt  de  la  période  qui  succède  à  une  perturbation. 

Si  nous  représentons  alors  par  v„,/?0,  pn  les  valeurs  <1«'  v,  />.  p  cor- 
respondant à  l'état  de  régime  qui  s'établira  après  celle  perturbation, 
on  aura,  d'après  l'équation  (i),  puisque  la  vitesse  sera  constante, 

(2)  A/70p0— Bv0  =  o, 
et  l'équatjon(i)  deviendra 

(3)  *.  =  B(££v.-v)*. 

(')  Loc.  cit.,  Cliap.  II,  §  1.  Équations  du  mouvement  simultané  de  la  ma- 
chine et  de  son  vannage, 

Joum.  de   Math.  (ï  série),  tome  III    —  Fasc.  IV,  1887.  '" 
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Imaginons  maintenant  que,  la  machine  marchant  à  la  vitesse  de 
régime  définie  par  v0,  on  supprime  instantanément  l'arrivée  du  fluide 
moteur  sans  modifier  les  résistances;  l'équation  du  mouvement  est 
donnée  par  l'équation  (i)  où  l'on  fait  p  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  par 

(4)  dv2  =  -Bvdt; 

et,  si  l'on  intègre  cette  équation  depuis  le  moment  où  l'arrivée  du  fluide 
moteur  a  été  interrompue  jusqu'à  celui  où  la  vitesse  est  nulle,  on  en 
conclut 

(5)  v02  =  B  f~\dt. 

Mais,  si  l'on  désigne  par  A  le  nombre  de  tours  effectué  par  la  ma- 
chine dans  la  période  d'arrêt,  on  a 


•>V  =0 

A  =  /      v  dij 

1  =v„ 

d'où  l'on  déduit 

A 

et  l'équation 

(3) 

devient 

(6) 

dv2 

_  s!±f  P   p  v 

A  \Po  Po    ° 

ou  encore 

(?) 

di  " 

—  lL(  IL  L  VJ  — 

2A  \Po  Po    v 

dt 


Telle  est  donc  l'équation  générale  du  mouvement  moyen  de  la  ma- 
chine. 

III.  Le  paramètre  A  que  nous  venons  de  définir  est  la  constante 
spécifique  que  nous  nous  proposons  d'étudier  et  qui  caractérise  le 
système  mécanique  que  l'on  considère;  c'est  le  nombre  de  (ours  que 
décrit  la  machine  ('  )  en  vertu  de  la  seule  inertie  lorsque,  étant  en 


(')  Il  est  entenda  qu'il  s'agit  ici  du  moteur  et  des  outils  qu'il  actionne  et  non 
du  moteur  seul. 
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marche  normale,  on  supprime  brusquement  l'arrivée  du  fluide  mo- 
teur sans  modifier  les  résistances.  Nous  désignerons  cette  constante 
sous  le  nom  de  caractéristique  cinématique  du  système  mécanique 
en  mouvement  ('). 

La  détermination  de  la  valeur  de  cette  caractéristique  s'effectue  par 
l'expérience,  mais  dans  la  pratique  l'arrivée  du  fluide  moteur  ne  peut 
pas  toujours  être  supprimée  instantanément  et  il  faut  tenir  alors 
compte  du  temps  qu'exige  la  fermeture  de  l'orifice  d'admission;  de  là, 
une  difficulté  pour  l'évaluation  de  À;  car  le  nombre  de  tours  que  l'on 
mesure  entre  le  moment  où  l'on  commence  à  fermer  cet  orifice  et  celui 
où  la  machine  est  arrêtée  ne  représente  plus  la  caractéristique  cher- 
chée. Nous  allons  indiquer  comment  l'on  doit  opérer. 

Pour  cela,  nous  supposerons  qu'à  Taie  le  d'un  compteur  de  tours  on 
ait  déterminé  d'une  part  le  nombre  de  tours  "k{  fait  par  la  machine 
pendant  que  l'orifice  d'admission  se  fermait;  d'autre  pari,  le  nombre 
de  tours  X2  effectués  depuis  l'instant  de  la  fermeture  complète  jusqu'à 
celui  de  l'arrêt,  et  nous  chercherons  la  relation  qui  lie  la  caractéris- 
tique A  aux  deux  nombres  X,  et  X2. 

Dans  cette  recherche  nous  admettrons  que  la  vitesse  de  fermeture 
de  la  valve  d'admission  ou  de  la  vanne  est  sensiblement  constante  h 
que  l'opération  est  faite  assez  rapidement  pour  être  terminée  avant 
l'arrêt  complet  de  la  machine. 

(')  Cette  caractéristique  joue  un  rôle  fondamental  clans  toutes  les  questions 
relatives  au  mouvement  du  système  mécanique;  il  suffit  pour  le  comprendre  de 
se  reporter  au  résultat  suivant,  que  nous  avons  établi  dans  un  autre'  travail  au 
sujet  des  moteurs  hydrauliques  (Comptes  rendus  (te  l'Académie  des  Sciences, 
ier  mars  1886). 

Si  Ton  désigne  par  z  la  plus  grande  variation  relative  de  vitesse  qui  se  produit 
quand  la  résistance  varie  brusquement  de  H,  à  H_,,  on  a 

A    /R,— R, 


*As\       li 


\     ,  i;,      R,  ,» 

1  -4- 


WK2-i;,  ,- 

As,       "s       ) 


Dans  cette  formule  z  représente  la  vitesse  relative  du  vannage,  A  est  l'ouverture 
de  vanne  et  les  valeurs  de  A  et  A  se  rapportent  à  l'état  de  régime  qui  suil  la 
perturbation. 
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IV.  Étudions  tout  d'abord  le  mouvement  de  la  machine  pendant  la 
période  où  l'orifice  se  ferme. 

Soit  t,  la  durée  de  celte  période;  prenons  pour  origine  du  temps  le 
moment  où  la  valve  commence  à  se  mouvoir,  et  désignons  par  <p  le 
rapport  de  la  quantité/?  de  fluide  qui  traverse  le  moteur  dans  l'unité 
de  temps  à  l'ouverture  *i>  d'admission,  ce  rapport  étant  pris  à  l'in- 
stant /. 

La  vitesse  de  fermeture  étant  supposée  constante,  l'ouverture  de 
valve,  qui  diminue  proportionnellement  au  temps,  se  trouvera  réduite 

au  bout  du  temps  t  dans  le  rapport  — —  et  l'on  aura,  en  représentai) I 

par/?0,  Ji,0,  cp0  les  valeurs  des  quantités  p,  ,i>,  <p  dans  l'état  de  régime 
qui  précède  le  mouvement  de  fermeture, 

X  =  & 
d'où 

et  l'équation  (7)  du  mouvement  moyen  dans  cette  première  période 
devient  ainsi 


(8) 


dt         2  A 


t 

^ïj   ?0    Po     v 


Une  remarque  indispensable    doit  être  faite    au    sujet   du   fadeur 

—  —  -  qui  figure  dans  cette  équation;  ce  facteur  provient  du  terme 

?o  Po  *    *         °  l 

—  —  —  de  l'équation  (7);  or,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  le  travail  nio- 

Po  Po    v 

teur  est  proportionnel  au  produit  jop,  et  dès  lors  le  terme  considéré 
représente,  à  un  facteur  constant  près,  la  pression  exercée  par  le  fluide 
sur  le  moteur. 

Il  résulte  de  là  que  le  facteur-^-  ^  -  de  l'équation  (8),  d'abord  égal 

To   po    v 

à  l'unité,  ne  devient  jamais  infini,  puisque  la  pression  du  fluide  sur  le 
moteur  ne  peut  jamais  dépasser  un  certain  maximum  et  varie  en  loui 
cas  d'une  manière  continue. 
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On  en  conclut  que  l'accélération  j  donnée  par  l'équation  (8)  esl 

nulle  au  début  de  la  période  considérée  el  esl  égale  à  —  -^  à  la  lin. 
Si  Ton  différentie  alors  cette  équation,  on  a 


KO)  W* 


1  I  (i  _  A.\   _JL"hl  d'' L     i 

A  L\  -J        d,        dt  .      x,  cf  I 


d»< 


ct  l'on   voit  que  ~  est  égal   à    —  i  ^  pour   /   égal   à  zéro    cl     à 

—  7  iTvV"  t1  ^  pour  régala  t,  ;  v,,  <pn  p,  désignant  les  valeurs  dev,  a>,  : 
au  moment  où  l'admission  est  complètement  fermée. 


On  a  ainsi  les  valeurs  de  c~  et  de  ~'r  au  début  et  à  la  fin  de  I; 

dt  dt1 


i  pé- 


riode de  fermeture;  en  appliquant  alors  à  cet  intervalle  de  durée  t,  la 
formule  de  S tirling  limitée  à  ses  trois  premiers  termes  cl  tenant  compte 
de  ce  que 


V|  =  V0-h 


C>' 


on  en  déduit 


v,  =  v 


et  comme 


rf^/0         2  \      <&/o  ,2  \      dt1  )0  ' 


AaJ,  —  ïâ1 


on  a 


(io) 


<&*/„  -,     2.V\  V,    ©oPo 


i  i  a  \ 


Le  nombre  A,  de  tours  effectués  pendant  cette  période  du  mouve 
ment  de  fermeture  est  donné  par  la  relation 


/. 


=  f\dt, 
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qui  devient,  par  la  formule  de  Stirling, 

(II)  X,=T,^  + 


11  ZSL. 

12  2  A 


(h 

v'2 

0    . 

dt  —  " 

2A' 

v! 

»i  =  — 

0   _    . 
-,  \    *  2  ■> 

et  l'on  a  ainsi  les  deux  relations  (10)  et  (11)  entre  les  quatre  quan- 
tités A,  A, ,  t,  et  v,. 

V.  Examinons  maintenant  la  période  de  durée  t2,  qui  s'étend  depuis 
L'instant  où  l'orifice  d'admission  est  complètement  fermé  jusqu'à  l'arrêt 
complet;  la  vitesse  v,  égale  à  v,  au  début,  devient  nulle  à  la  fin,  et  l'équa- 
tion du  mouvement  est 

(12) 

on  eu  déduit 

mais,  d'autre  part,  on  a,  pour  le  nombre  de  tours  A2  effectué  pendant 
cri  ic  période, 

(14)  xa=jf\<a  =  ^f 

<M  l'on  a  ainsi  les  deux  nouvelles  relations  (1 3)  ct(i4)  qui,  rapprochées 
des  équations  (10)  et  (il),  fournissent  quatre  relations  entre  les  si\ 
quantités  À,  X,,  A2,  t,,  t2  et  v,. 

Dès  que  l'on  connaîtra  deux  des  quatre  quantités  X,,  X2,  7,,  72,  on 
pointa  calculer  À;  il  convient  donc  de  choisir  ces  deux  quantités  de 
façon  que  leur  détermination  expérimentale  soit  aisée. 

Or,  à  ce  point  de  vue,  il  est  beaucoup  plus  facile  de  mesurer  direc- 
tement les  nombres  de  tours  X,  et  X2  que  les  durées  7,  et  72  des  deux 
périodes  correspondantes.  A  la  fin  de  la  seconde,  en  effet,  le  mouve- 
ment devient  très  lent,  l'instant  d'arrêt  complet  est  difficile  à  saisir,  cl 
l'on  «si  exposé  à  d'importantes  erreurs  sur  la  quantité  72.  Cette  difficulté 
ne  se  produit  pas  lorsqu'il  s'agit  des  nombres  de  tours. 

Nous  supposerons  donc  X,  et  A2  connus  par  l'expérience,  ci  nous  dé- 
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duirons  des  formules  (10),  (i  i),  (i3),  (i4)  l'expression  de  la  caracté- 
ristique À  en  fonction  de  ces  deux  quantités. 

VI.  Le  terme  -^--,  qui  figure  clans  l'équation  (i<>),  dépend  en 

partie  du  genre  de  moteur  que  Ton  a  à  considérer;  mais,  dans  les  cas 
ordinaires  de  la  pratique,  il  remplit  un  ensemble  de  conditions  qui  per- 
mettent de  le  déterminer  avec  une  exactitude  suffisante,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  spécifier  la  nature  de  ce  moteur.  Ceci  résulte  «les  consi- 
dérations suivantes  : 

En  premier  lieu,  on  peut  admettre  que  la  quantité  de  fluide  qui  tra- 
verse le  moteur  dans  l'unité  de  temps  est  fonction  simplement  de  l'ou- 
verture d'admission,  et  que  le  débit  est  proportionnel  à  cette  ouverture  : 

cp  devient  alors  constant  et  le  rapport  —  est  remplacé  par  l'unité. 

D'autre  part,  dans  les  conditions  normales  de  marche,  le  rendement, 
maximum  au  début  de  la  première  période,  s'abaisse  à  mesure  que  la 
vitesse  diminue. 

Enfin,  le  rapport  -"— j  qui  décroît  à  la  fois  avec  la  vitesse  et  avec 

Topo 

l'ouverture  d'admission  quand  celle-ci  descend  au-dessous  d'une  cer- 
taine limite,  devient  très  petit  dans  le  cas  extrême  où  l'ouverture  de 
valve  et  la  vitesse  sont  toutes  deux  très  petites. 

Or,  si  l'on  considère  l'expression  (2 J->  on  voit  qu'elle  esl 

maxima  pourv  égal  à  v0,  c'est-à-dire  pour  la  vitesse  de  régime,  qu  elle 
décroit  quand  v  décroît  et  qu'elle  tend  vers  zéro  quand  v  tend  verg 

zéro.  Elle  reproduit  dès  lors  la  marche  générale  du  rapport  -r/- -»  et  l'on 

peut  poser 


(i5) 


VqPiÇi   _ 


vl?0?0  vo 

La  formule  (10)  devient  alors 
(•6)  v.  =  v.-ïîfi(^> 
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d'où  Ion  lire 


i 

•i=  I2voT7 


2AD 


el  cette  valeur,  portée  clans  l'équation  (i  i  ),  donne 


ou  encore 


(«7>  X  =  '2- 


Mais,  d'autre  part,  on  déduit  des  équations  (i3)  et  (i4)>  en  élimi- 
nant t2  entre  les  deux, 


08) 


A  v* 


On  a  ainsi  deux  équations  qui  déterminent  les  valeurs  correspon- 
dants de  41  et  -?- 

A  A 

VI  F.  Prenons  alors  une  suite  de  valeurs  pour  -  considéré  coin  nu- 
variable  indépendante;  nous  pourrons,  par  les  équations  (17)  et  (18), 
calculer  les  valeurs  correspondantes  de  -l  el     J;  nous  en  déduirons  celles 

et  de  .    '   .  ;  nous  construirons  la  courbe   qui  a  pour  or- 


).,4-À,  Xi+Xj 

données  ces  deux  fractions,  et  nous  pourrons  conclure  de  cette  courbe 

\  X 

les  valeurs  de  >    '   .    correspondant  à  des  valeurs  de  ^ — ^-y->  variant  de 

dixièmes  en  dixièmes  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité. 
Nous  avons  ainsi 

<  M))  A  =  A„0,4-V>>, 
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en  donnant  à  À0  les  valeurs  contenues  dans  le  Tableau  suivant,  valeurs 
qui  ont  été  obtenues  comme  nous  venons  de  le  dire  : 

l    _,_  ) °       O»1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  O.7  0,8  0,9  U.(J.')        I.O 

Ao 1    0,9.5    0,90    o,85    0,-9    0,73    0,68    0,62    o.:.<>    0,48    o,43 


On  a  de  la  sorte  le  moyen  de  calculer  la  caractéristique  A  dr<  qu'on 
a  mesuré  par  l'expérience  les  nombres  de  tours  X,  et  A2  correspondant 
à  la  période  dans  laquelle  l'ouverture  d'admission  se  ferme,  cl  à  celle 
dans  laquelle  elle  est  fermée. 

VIII.  Cette  caractéristique  A  a  une  valeur  correspondant  à  chaque 
vitesse  de  régime,  et  ce  qui  précède  montre  le  moyen  de  la  déterminer 
pour  un  régime  donné  ou,  si  l'on  veut,  pour  une  résistance  donnée;  il 
semblerait  dès  lors  nécessaire  de  la  mesurer  pour  ebacune  (\r>  résis- 
tances que  la  machine  peut  avoir  à  vaincre,  mais  nous  allons  \  <  ►  i i •  qu'il 
est  inutile  de  recourir  de  nouveau  à  l'expérience,  et  qu'il  <*sl  suffisant, 
au  degré  d'approximation  dont  on  a  besoin,  de  déterminer  la  valeur  A, 
de  A  pour  l'état  de  régime  moyen. 

En  se  reportant,  en  effet,  à  la  définition  même  de  A,  qui  représente 
le  nombre  de  tours  faits  par  la  macbine  lorsqu'on  Penne  brusquement 
la' vanne  pendant  l'état  de  régime  correspondant  à  la  résistance  I!.  il 
est  clair  que  le  mouvement  s'arrête  lorsque  le  travail  résistant  R.A  est 
devenu  égal  à  la  force  vive  £  2/m-"-  ;  on  en  conclut 

(20)  A---^ 
et,  par  suite, 

_A_  _   £/m-2   R,„ 

(21)  Am  —  l>mv*m    R  " 

Il  reste  alors  à  reconnaître  cou »n1  varie  la  force  vive  do  masses 

en  mouvement  quand  on  passe  de  l'état  \\,n  à  l'étal  I!. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  résistance  diminue,  c'estr-à-dire 
que  li  est  inférieur  à  R,„;  la  perturbation  considérée  provienl  soit  du 
Joum.  de  Math.  (4«  strie),  tome  III.  -  Fasc.  IV,  1887.  f '•' 
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débrayage  crime  machine-outil,  soit  de  la  suppression  de  la  résistance 
(juc  cet  outil  doit  surmonter. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  force  vive  des  masses  en  mouvement  ne 
change  pas,  2/wpa  est  égal  à  SrapJ,,  et  l'on  a 

A    =  îk 
a»        R  ' 

Mais,  en  dehors  de  ce  cas,  la  diminution  de  résistance  qui  résulte  du 
débrayage  d'un  outil  entraine  une  diminution  de  force  vive  correspon- 
dant à  la  force  vive  que  possédait  cet  outil,  et  j2mp2  décroît  en  même 
temps  que  R. 

Toutefois,  la  variation  de  la  quantité  £2top2  est  moins  grande  pro- 
portionnellement que  celle  de  R,  en  raison  de  la  force  vive  que  pos- 
sèdent toujours  la  transmission  générale  et  le  moteur.  Dans  la  plupart 
des  machines,  en  effet,  celte  force  vive  est  une  fraction  importante  de 
la  force  vive  totale,  tandis  que  le  travail  nécessaire  pour  entretenir  le 
mouvement  du  moteur  est  une  fraction  relativement  faible  du  travail 
total  dépensé. 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  -  —5-  est  plus  petit  que  l'unité  quand 

R„,  est  supérieur  à  R,  mais  est  plus  grand  que  ^- ;  on  peut  des  lors 'le 

"■m 

remplacer  par  la  valeur  moyenne  -(  1  -h  tt—  j>  et  écrire 


(2-2) 


±  \\„,    '  +  R, 

A,„  R  2 


Cette  formule,  qui  donne  A  en  fonction  de  À/n,  ne  comporte  pas  évi- 
demment une  grande1  approximation,  mais  elle  permet  de  se  pendre 
compte  très  simplement  des  changements  qu'apporte  dans  la  marche 
de  la  machine  une  modification  du  travail  effectué,  et  elle  présente  à  ce 
titre  une  réelle  utilité  pratique. 
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Mémoire  sur  la  propagation  du   mouvement  dans  un  fluide 
indéfini  [première  Partie)  ; 

Par  H.  HUGOMOT  ('). 


1.  La  théorie  de  la  propagation  du  mouvemenl  dan-  un  fluide  indé- 
fini est  restée  jusqu'à  présent  bien  incomplète  (  )n  ne  s'est  guère  occupé 
(iue  des  gaz  parfaits,  du  moins  quand  on  a  cherché  à  étudier  le  phéno- 
mène avec  quelque  rigueur.  De  plus,  on  a  introduit  dans  les  équations, 
que  fournit  l'Hydrodynamique  pour  représenter  le  mouvemenl  de  ces 
corps,  des  hypothèses  déguisées,  il  est  vrai,  sous  le  nom  d* 'approxi- 
mations, mais  qui  altèrent  singulièrement  la  valeur  (\c>  résultats  que 
l'on  peut  en  déduire. 

L'insuccès  des  tentatives  faites  jusqu'à  ce  jour  paraît  provenir  de  i 
que  les  géomètres  n'ont  cru  pouvoir  obtenir  l'expression  de  la  vitesse 
de  propagation  du  mouvement  qu'au  moyen  des  intégrales  des  équa- 
tions, intégrales  qui  sont  restées  jusqu'ici  inconnues,  toul  au  moins 
dans  leur  généralité,  et  que  l'on  ne  parait  pas  près  de  découi  rir. 

Je  vais  montrer,  dans  ce  travail,  que  l'expression  analytique  de  la 
vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide  indéfini  s'obtient 
aisément  et  de  la  manière  la  plus  générale,  par  la  simple  considération 
des  équations  de  l'Hydrodynamique,  sans  qu'il  »n\  aucunement  besoin 
de  se  préoccuper  de  la  forme  des  intégrales. 

Urne  suffira,  pour  cela,  de  généraliser  les  principes  dont  j'ai  fait 
usage  clans  un   travail  antérieur  (-),   consacré  du   rot.-,   en   grande 

(')  Ce  Mémoire  posthume,  retrouvé  dans  les  papiers  laissés  par  M.  Hugoniot, 
nous  a  été  communiqué  par  M.  Léauté. 

(!)  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  les  corps,  et  sp<  étalement 
dans  les  gaz  parfaits,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  16  octobre  i885. 
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partie,  à  l'étude  d'un  cas  particulier  du  mouvement  des  fluides,  celui 
où  le  mouvement  s'opère  par  tranches  parallèles,  de  manière  que,  dans 
chaque  tranche,  la  vitesse  de  tous  les  points  soit  la  même  à  chaque 
instant,  et  normale  au  plan  de  la  tranche. 

2.  Je  prendrai  pour  point  de  départ,  dans  cette  première  Partie,  les 
équations  bien  connues  de  l'Hydrodynamique,  telles  qu'elles  ont  été 
établies  par  Euler.  Dans  la  seconde  Partie,  je  reprendrai  la  question  en 
partant  des  équations  de  Lagrange,  qui  permettent  d'étendre  la  théorie 
à  des  cas  où  les  équations  d'Euler  deviennent  inapplicables. 

Rapportant  le  fluide  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  (  )./ . 
Oy  et  Qz,  soient,  à  l'instant  t,  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du 
fluide  u,  vf  w  les  composantes  de  sa  vitesse  ;  soient  enfin,  pour  le  même 
point, 

p  la  densité  ; 

p  la  pression  ; 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  extérieure  rapportée  à  l'unité  de 

masse. 

Les  composantes  X,  Y  et  Z  peuvent  être  des  fonctions  données  de  a?, 
y,  z  et  /,  mais  elles  peuvent  aussi  dépendre  de  l'état  du  fluide  à 
l'instant  considéré.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  on  tient 
compte  des  attractions  mutuelles  exercées  par  les  diverses  molécules. 
Dans  ce  qui  va  suivre,  on  supposera  uniquement  que  les  compo- 
santes X,  Y  et  Z  sont  indépendantes  des  accélérations;  les  résultats 
resteraient  encore  les  mêmes  si  ces  composantes  étaient  des  fonctions 
des  vitesses. 

Gela  posé,  les  équations  d'Euler  sont 

/   1   un         -y-         du  Ou  à//  Ou 

p  ô.f  àt  ox  <)y  àz 

1  dp       \r       àv  ch'  do  dv 

p  à  y  àt  <)r  (iv  <)z 

(  1  )  ( 

1   un         r,        On'  Ow  du'  on' 

-  -f    =  L 77   —  //   ,  Pj      —  W  -rz  > 

p  <)z  ot  ox         oy  o~- 

à?       d(pu)       d(pt-)       â(pw)  _  Q 
<)/  dx  <)v  <)z 
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3.  Les  quatre  équations  précédentes  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
fluides,  c'est-à-dire  pour  les  corps  dans  lesquels  la  pression  sur  un  élé- 
ment est  normale  à  sa  surface.  Elles  renferment  cinq  fondions  in- 
connues de  x,  y,  z  et  t  et  ne  peuvent,  par  suite,  suffire  à  les  déterminer. 
On  doit  donc  y  joindre  une  cinquième  équation,  mais  celle-ci  dépend 
de  la  nature  du  fluide. 

Je  ne  m'occuperai  ici  que  du  cas  où  la  conductibilité  du  corps  pour 
la  chaleur  peut  être  négligée.  Alors  la  relation  entre  la  pression  el  la 
densité  d'un  élément  de  masse  donné  est  toujours  la  même,  el  ne  dé- 
pend que  de  l'état  initial,  pourvu  toutefois  qu'il  ne  se  produise  pas  de 
discontinuités,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  ne  subisse  jamais  une  varia- 
tion finie  dans  un  temps  infiniment  petit.  La  relation  en  question  n'est 
autre  que  celle  qui  correspond  à  ce  qu'on  appelle,  en  Thermodyna- 
mique, la  délente  adiabalique.  On  supposera,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que  cette  relation  est  la  même  en  tous  les  points  du  fluide,  ce  qui  a 
lieu,  par  exemple,  quand  il  est  homogène  et  à  la  même  température  en 
tous  les  points,  à  l'état  initial,  et  on  la  représentera  par  l'équation 

(2)  p  =  FQ0, 

qui  devient,  quand  le  fluide  est  un  gaz  parfait, 

(3)  p  =  K^, 

K  désignant  une  constante,  et  m  le  rapport  des  deux  chaleurs  spéci- 
fiques. 

Le  nombre  des  équations  est  alors  égal  à  celui  des  fonctions  in- 
connues. 

4.  Lorsqu'on  a  voulu  appliquer  les  équations  précédentes  à  l'étude 
de  la  propagation  du  mouvement  dans  les  gaz  parfaits,  on  a  supposé 
nulles  les  forces  extérieures,  et  l'on  a  admis  que  l'expression 

udx  -h  vdy  -t-  w  dz 

était  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  <p  des  coordonnées.  D'après 
un  théorème  bien  connu  de  Lagrange,  si  cette  condition  est  satisfaite  à 
un  instant  quelconque,  elle  l'es!  encore  à  ions  les  instants  ultérieurs. 
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Désignant  alors  par  p0  la  densité  initiale,  et  par  jd0  la  pression  initiale, 

on  a 

p=pu(i  +y)-w,        p  =  p0(i  -t- y)-4, 

y  représentant  la  dilatation  cubique.  On  déduit  alors  des  équations 
d'Eulef  les  deux  suivantes  : 


m       Po 


III  —  I   p0 


[(■+T^-.]H-5+i[(è)v(j)ve)>^ 

V1  "*"  T;       x^  "*"  ^  <?.r         dy  d»y         <*«  d-/         (te2   ^  dy!  <tes 

Considérant  uniquement  de  petits  mouvements  qui  n'altèrent  que 

liés  faiblement  la  densité  du  fluide,  on  néglige,  dans  la  première  équa- 
tion, les  carrés  des  vitesses  et  les  puissances  de  y  supérieures  à  l'unité; 
elle  <le\  irill  ainsi 

p0     do  _       i     dy 
1  /tip0  dt   ~     a2   ôt 

en  posaul 

2  _  mp0 

po 

Dans  la  deuxième  équation,  on  néglige  y  à  côté  de  l'unité,  et  les 
produits  tels  que  y  ~  à  coté  de  -y-/,  elle  se  réduit  alors  à 

à-; ô2o        02o        â2o 

ôt        ô.v2        ôy2        ôz2 

ou,  à  cause  de  la  valeur  précédemment  obtenue  pour  y. 

//\  d2<P  <>/d2o     ,     tî2Ç     ,     <?2o 

C'esl  l'équation  dont  Poisson  a  fait  usage  dans  ses  recherches  ('). 
On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'elle  n'esl  établie  qu'au  moyen  d'ap- 
proximations qui  doivent  singulièrement  dénaturer  le  phénomène  réel, 


(!)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  VII. 
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et  dont  quelques-unes  seraient  bien  difficiles  à  justifier.  Elles  reviennent 
toutes,  d'ailleurs,  à  changer  les  hypothèses  faites  primitivemenl  sur  I  is 
propriétés  des  gaz. 

C'est  en  intégrant  l'équation  précédente  au  moyen  <!<•>  intégrales  dé- 
finies que  Poisson  a  étudié  la  propagation  du  mouvement  dans  les  gaz. 
Je  montrerai  plus  loin  que,  si  Ton  se  borne  à  rechercher  la  vitesse  de 
propagation  du  mouvement,  il  est  bien  inutile  de  déterminer  les  inté- 
grales de  l'équation  (4);  mais,  auparavant,  il  importe  de  définir  avec 
précision  la  vitesse  de  propagation. 

5.  Lorsqu'un  mouvement  est  régi  parmi  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles,  tout  système  d'intégrales  de  ces  équations  repré- 
sente un  mouvement  possible.  11  faut  entendre  par  là  que,  si  une  masse 
indéfinie  du  fluide  se  trouvait,  à  un  moment  donné,  animée  du  mouve- 
ment représenté,  il  en  serait  encore  de  même  à  tous  les  instants  ulté- 
rieurs. Si  l'on  considère  de  même  une  portion  finie  de  fluide  limitée 
par  une  surface  et  animée,  à  un  moment  donné,  d'un  mouvement  dé- 
fini par  un  système  d'intégrales,  le  mouvement  continue  toujours  à  être 
représenté  par  les  mêmes  intégrales,  si  les  conditions  imposées  à  la 
surface  sont  compatibles  avec  ces  dernières.  C'est  ce  qui  arrive,  par 
exemple,  quand  la  pression  extérieure  appliquée  sur  la  surface  a  préci- 
sément, en  chaque  point  et  à  chaque  instant,  la  valeur  que  fournissent 
ces  intégrales. 

Mais,  si  Ton  vient  à  modifier  les  condition-  imposées  à  une  certaine 
partie  de  la  surface  limite,  il  faut  nécessairement  qu'il  naisse,  dans  le 
voisinage  de  cette  portion  de  surface,  un  mouvement  différent  du 
premier,  qui  se  développe  dans  le  fluide  et  -  étend  de  plus  en  plus,  se 
substituant  en  partie  au  mouvement  primitif.  Il  existe  de-  lors,  à  chaque 
instant,  dans  la  masse  fluide,  une  certaine  surface  qui  sépare  le-  parties 
de  ce  fluide  animées  chacune  d'un  mouvement  différent,  et  qui  se  dé- 
place en  se  déformant  avec  le  temps.  On  donnera  à  cet  te  surface  le 
nom  de  surface  de  rond',  et  l'on  dira  que  le  deuxième  mouvement  se 
propage  dans  le  premier. 

Soient  S  la  surface  de  Fonde  à  l'instant  /;  S  la  position  qu'elle 
cupe  à  l'instant  l-\-<ll.  Menant  la  normale  en  un   point  ./\  \ \  z  de  la 
première  surface,  et  désignant   par  <ln  la   portion  de  cette   normale 
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comprise  entre  S  et  S',  le  rapport  -j-  représente  la  vitesse  de  propa- 
gation du  deuxième  mouvement  dans  le  premier. 

Les  définitions  qui  précèdent  généralisent  celles  que  j'ai  données 
dans  mon  Mémoire  déjà  cité*Sw/'  la  propagation  du  mouvement  dans 
les  corps.  J'ai  montré  dans  ce  travail  que,  pour  un  gaz  renfermé  dans 
un  tuyau,  par  exemple,  il  ne  suffisait  pas  de  juxtaposer  deux  quel- 
conques des  mouvements  possibles  pour  que  le  phénomène  de  la  pro- 
pagation se  produisît.  Il  fallait  encore  que  les  surfaces  représentatives 
se  raccordassent  suivant  une  caractéristique  commune. 

11  en  est  évidemment  de  même  quand,  au  lieu  du  mouvement  par 
hanches  parallèles,  on  considère  le  mouvement  le  plus  général  d'un 
corps.  Si,  à  un  moment  donné,  deux  portions  contiguès  d'un  même 
corps  sont  animées  chacune  d'un  mouvement  différent,  le  phénomène 
qui  se  passe  à  la  surface  de  séparation  est  généralement  complexe  et  a 
pour  conséquence  la  naissance  de  nouveaux  mouvements  représentés 
par  des  systèmes  d'intégrales  différents  des  premiers. 

il  y  a  propagation  quand,  à  l'instant  l  -+-  dt,  le  mouvement  du  corps 
est  encore  représenté  par  les  deux  systèmes  d'intégrales  primitifs,  la 
surface  de  séparation  s'étant  toutefois  déplacée  et  déformée  infiniment 
peu. 

Quand  un  mouvement  peut  se  propager  dans  un  autre,  on  dira  que 
les  deux:  mouvements  sont  compatibles  entre  eux. 

(i.  Dans  l'étude  qui  va  suivre,  on  supposera  essentiellement  que  la 
continuité  n'est  pas  troublée.  Or,  lorsqu'un  mouvement  A  se  propage 
dans  un  mouvement  B,  un  point  animé  d'abord  du  mouvement  A  se 
trouve  instantanément  animé  du  mouvement  li  au  moment  où  la  sur- 
face de  fonde  vient  rencontrer  ce  point.  Aux  deux  mouvements  A  et  B 
doivent  correspondre  les  mêmes  valeurs  des  vitesses  pour  les  points 
qui,  à  l'instant  t,  se  trouvent  sur  la  surface  de  l'onde. 

7.  Avant  d'aborder  les  équations  générales  de  l'Hydrodynamique, 
on  considérera  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  l'équation   unique 

dont  Poisson  a  fait  usage, 

, ,  v  d2<?  o  f  à"'!         à-o         d*<f 
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La  dilatation  cubique  est  proportionnelle  à  ^|,  et  les  composantes 

de  la  vitesse  sont  respectivement  égales  à  ^,  -^  et  ^- 

ôjc    dy       dz 

Soient  o,  et  9,  deux  intégrales  représentant  des  mouvements  com- 
patibles; posant 

?.-?*  =  $, 

la  fonction  <I>  satisfait  évidemment  à  l'équation  (',),  de   sorte  que 
Ton  a 

(5)  â?  =  a  \S?  +  W  +  *? 

La  continuité  dans  les  vitesses  exige  que  Ton  ait,  pour  tous  les 
points  de  la  surface  de  l'onde, 


0'i> 

d* 

()4> 

^  =  °' 

-y-  =  °) 
a  v          ' 

dz 

De  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  si  les  vitesses  n'éprouvent  pas  de 
variation  brusque,  la  dilatation  ne  peut  varier  brusquement;  ainsi,  le 
long  de  la  surface  de  Fonde,  les  deux  valeurs  de  la  dilatation  doivent 
être  les  mêmes,  de  sorte  que 


dt  dl  dt 


Les  quatre  dérivées  partielles  de  la  fonction  (1>  sont  ainsi  nulles  le 
long  de  la  surface  de  Fonde.  Si  donc  X,  [/.  et  v  désignent  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  en  un  point  de  cette  surface,  on  a  les  trois 
systèmes  d'équations 


(6) 


X 

(1                             V 

<)-'l> 

d2*>             d2* 

dx* 

ôjc  ùy         <).i--  dz 

X 

[X                      v 

<)-<\> 

^«,,                      ^2  cj, 

dx  dy 

dy*           dy  dz 

X 

lx 

<P<1> 

d2*      "  <p* 

0  r  i)z 

ôydz         dz* 

\ 

Journ.  de  Math.  (  \"  série),  tome  III.  —  Fasc.  I\     1887. 


63 


484  IIUGONIOT. 

L'une  quelconque  des  dérivées  partielles  de  $  est  nulle  au  point  a ■. 
y,  z  de  la  surface  de  l'onde  qui  correspond  au  point  /;  elle  doit  encore 
être  nulle,  pour  l'instant  /  -+-  dt,  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

x  -h  A  d/i,     y  -+-  [i.  dn,     z -h  v  du. 

puisque  ce  point  appartient  à  la  surface  de  l'onde  qui  correspond  au 
temps  /  -+-  dt.  On  a  les  quatre  équations 


d2& 
~dïr 

d2* 
dxdt 

d2* 


dn  A    d2<*> 
dt  V    dx  dt 


d2* 
^'  dy  dt 


~dl 


d2<i> 
dx2 


an  /-., 
+  —  (  ^  -—   +  P 


d24> 
dxdy 

d24> 


du  /-     <92*ï> 
dy  àt        dt  \    dxdy       '      dy 


<?2<I> 
dz  dt 


dt 

dt  \    dx  d'~ 


d2® 
dydz 


d2'l> 
dzdt 

d2* 
dx  dz 

d2® 
dydz 

d2<P 

'  Jz^ 


=  o, 


=  o, 


<?2<I>       d2<l>       ds* 


L'élimination  des  quantités-; — r->  yr-y;'  -r—n 


2! 


iT**  Z~  \dt)   |       V^7  +  X  dx~d„ 


donne 


<?«* 


+  F   71 


X    d2* 


d/        X  dr  ^r 
d2(ï>         v     d'<\> 


\>.  dx  dy        dy2         ;j.  dy  dz 


1     d-<\> 


a    d2$> 


v    ().r  ():  v    d/^S 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  ((>), 

d2* 


d*4 


rj2'l>         (  dn\ 
>7T=     7v7     (*' 


,>/ 


^// 


v2) 


rlr2 


J2'l-     _  /dn\*/d**        d2& 
dt1  '"  \di)  \~dx~2  +  dj2 


d2* 
dy*  ' 

d2*\ 
dz*) 


d2<P 
~àz^ 


La  comparaison  de  celte  équation  avec  l'équation  (5)  exige  que 
'on  ait 

dn 
~dt 


=  a-. 


(«') 
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La  formule  qui  donne  la  vitesse  du  son  ou,  plus  généralement.  La 
vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  dans  un  autre,  se  trouve  ainsi 
établie  sans  qu'il  y  ait  eu  lieu  de  se  préoccuper  de  la  forme  des  inté- 
grales. 

8.  Je  vais  maintenant  appliquer  une  méthode  analogue  aux  équa- 
tions  générales  de  l'Hydrodynamique, 

i   àp         v         du  du  du  du 

-pdlc=X-Tt-ute-çdï~wd^' 

i   dp        v        d\>  dv  di'  (Jr 

p  dy  dt  dx  dy  dz 

i    dp        r.        dw  dw  dw  dw 

P   ds  <^  dx  dy  dz 

^'i.P)(àp    ,       dp  dp  dp\        du        dv        dw 

FTÏ)(àï+UT*+Viï+Wà)  +  Tr  +  Tr  +  T;=°- 

La  dernière  des  équations  (V)  est  l'équation  de  continuité  où  l'on  a 
remplacé  p  par  sa  valeur  F(jd). 

Soient  un  p(,  wn  p,,  /;,  ;  u.2,  p2?  w2>  P25  Pi  deux  systèmes  <  1  " î  1 1 1 «'*— 
grales  représentant  des  mouvements  compatibles.  Posant 

ut  —  u.,  =  U,  P,  —  P2  =  V,         vv,  —  w2  =  W,         />,  —  p.,  =  P, 

la  continuité  exige  que  l'on  ait,  le  long  de  la  surface  de  l'onde, 

(7)  L  =  o,         Y  =  o,         W  =  o. 

Déplus,  la  vitesse  variant  d'une  manière  continue,  il  faut  qu'il  eu 
soit  de  môme  de  la  densité;  ainsi,  le  long  de  la  surface  de  l'onde,  on  a 

P«  =  Paî 
et,  puisque  p  =  F(/>)j  il  en  résulte 

(8)  p>-p*=o         ou  P    T()i 
le  long  de  celte  surface. 


/{8G  IIUGONIOT. 

Si  donc  on  substitue,  clans  l'une  quelconque  des  équations  (i'), 
successivement  les  deux  systèmes  d'intégrales,  et  si  l'on  attribue  aux 
variables  x,  y,  z  et  /  les  valeurs  qui  correspondent  à  un  point  de  la 
surface  de  Tonde,  puis  que  Ton  fasse  la  différence,  les  quantités  X,  Y 
et  Z  disparaissent;  les  fonctions  u,  p,  w,  p  et  p  prennent  des  valeurs 
égales,  de  sorte  qu'on  peut  se  dispenser  de  les  affecter  d'indices;  on 
obtient  donc  les  quatre  équations 


(9) 


p  dx 
i  âP 

?  d y 
l  (K 

p  dz 


ai]  dU  dU  dV 

-5 II  -r P  -5 W-r- 

dt  dx  dy  dz 


<rv  __     e>V  _      àV 

dt  dx  dy 


W 


ÔW 
de 


d\V        âMV 

ôx  dv 


w 


d\ 


F'(p)/dP  dP  àP 

P(p)\dt  "*"      dx  "*"     dy 


w 


dP 

âz 


dU 

dx 


dy 


d\\ 
dz 


=  o. 


(fui  ont  lieu  pour  chaque  point  de  la  surface  de  Tonde. 

ï).  Désignant,  comme  précédemment,  par  X,  a,  v  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  en  un  point  de  la  surface  de  Tonde,  les  équations  (7) 
et  (8)  exigent  que  Ton  ait 


(10) 


X 

dV   ~~ 
dx 

dV    ~ 

ày 

V 

dû' 

dz 

X 

~W  ~ 

dx 

V- 

dV   ' 
dy 

W' 

dz 

X 
dW  ' 
dx 

dy 

V 

dMV 

dz 

X 

dP   "" 
dx 

V- 

dP   ' 
dy 

•1 
dz 

D'autre  part,  en  différentiant,  le  long  de  la  normale  à  la  surface  de 
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Tonde,  chacune  des  équations  (7)  et  (8),  on  obtient 


00 


OU         On  A.    dU             OL 

-dJ-^-dï^dJ  +  ï-dy-  + 

dW         On  /.    dV              d\ 

0\X        an  /-.  d\V           dW 

dP     ,    d«  A  ÔP            OP 
ot          dl  \     dx        {    dy 

dP\ 

Les  équations  (9),  (10)  et  (11)  sont  au  nombre  de  seize;  elles  sonl 

d'ailleurs  homogènes  par  rapport  aux  seize  dérivées -3—  t  -s—,  Si 

donc  toutes  ces  dérivées  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  le  déterminant  doit 
s'annuler. 

En  d'autres  termes,  l'élimination  des  seize  dérivées  fournira  une 
équation  de  condition  entre  les  valeurs  des  fonctions  u,  p,  ep,  p  et  /> 

et  la  vitesse  de  propagation  -t->  d'où  Ton  déduira  la  valeur  de  cette 
vitesse  de  propagation. 

10.  L'élimination  se  fait  très  simplement,  en  exprimant  d'abord 
toutes  les  dérivées  d'une  même  fonction  au  moyen  d'une  seule  d'entre 
elles,  et  transportant  les  valeurs  obtenues  dans  les  équations  (9). 

Les  équations  (10)  donnent  d'abord 


dU  _  |x  ou 

dU 

_  v  ou 

dy  ~~  X  dx 

dz~ 

X  dx 

la  première  des  équations  (11)  donne  ensuite 


ÔM        1  dn  dU  _ 

~ôT  +  X  dt  dx  "o; 


de  même  pour  V,  W  et  P,  dont  les  dérivées  partielles  s'expriment 

dX_    dW  ^  àP 

dx'   dx        dx 


linéairement  en  fonction  de  ^  -,—  et  ',    •  Substituant  dans  les  équa- 
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tions  (9),  on  obtient 


ÔP       Vdn       ^       ,  ,         .-\â\J 


l  ÔP 

P 

{x  ÔP         Vdn        ,«.  x1  dV 

v  ÔP         Vdn         ~  ,1  ÔW 

ôr 


tTM^~(^  +  ^^H^  =  A^  +  f^  + 


Multipliant  les  trois  premières  équations  respectivement  par  A,  fa  v 
cl  ajoutant,  puis  divisant  la  somme  par  la  quatrième  équation,  on 
trouve,  en  remarquant  que  p  =  F(/j), 


¥'(P)\jTt  -(*»  + {">  +  **) 


On  en  déduit,  pour  la  vitesse  de  propagation  -t-j  les  deux  valeurs 


dt 
suivantes  : 

dn 


k+  p  +  vw±  V/pTr 


La  quantité  \u  +p+  vw  n'est  autre  que  la  projection  de  la  vitesse 
au  point  considéré  sur  la  normale  à  la  surface  de  Tonde.  Représentant 
par  l\  cette  projection  et  remarquant  que 

i        _  dp 


F'(p)        d?' 
la  formule  précédente  peut  s'écrire 

(12)  Ë2=N±t/^. 

K     '  dt      iy  —  y  dp 

Il  est  à  remarquer  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  dé- 
terminé aussitôt  que  l'un  des  mouvements  est  donné,  d'où  ce  théorème 
d'une  remarquable  généralité  : 
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La  vitesse  de  propagation  d'un  moiwcmenldans  un  fluide  dépend 
de  l'état  du  fluide,  mais  elle  est  indépendante  de  la  nature  du  mou- 
vement qui  se  propage,  pourvu  qu'il  ne  se  produise  pas  de  disconti- 
nuité. 

11.   La  formule  précédente  donne  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  de 

propagation  ;  elle  se  trouve  rapportée  aux  axes  de  coordonnée  fixes; 
les  deux  valeurs  sont  différentes  suivant  que  la  propagation  s'effectue 
dans  le  sens  de  la  vitesse  normale  N  ou  en  sens  contraire. 

Mais  il  est  plus  naturel  de  rapporter  cette  vitesse  au  fluide  lui-même, 
qui  doit  être  regardé  comme  se  déplaçant  dans  la  direction  de  la  nor- 
male avec  une  vitesse  N.  La  vitesse  de  propagation  doit  alors  être  pris.- 
égale  à 


vfv)  ~±v4; 


ses  deux  valeurs  sont  alors  égales  et  de  signes  contraires.  L'expression 
analytique  est  d'ailleurs  la  même  que  celle  qui  a  été  obtenue  en  consi- 
dérant le  mouvement  des  fluides  dans  les  tuyaux. 

La  formule  générale  (12)  rend  compte  d'un  fait  bien  connu  des  phy- 
siciens. Lorsque  l'atmosphère  est  agitée,  la  vitesse  normale  du  son  esl 
augmentée  ou  diminuée  d'une  quantité  égale  à  la  projection  de  la 
vitesse  du  vent  sur  la  direction  de  la  propagation. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  forces  extérieures  sont  nulles,  le  Quide 
peut  évidemment  demeurer  en  repos,  de  sorte  que  u  =  o,  p  =  o,  «P  =  o, 
p  =  pin  p  =  p0  constituent  un  système  d'intégrales.  Si,  dans  la  for- 
mule (12),  on  attribue  à  p  la  valeur p0,  et  si  l'on  fait  en  outre  N  =  o, 
on  obtient 

iln  1 

vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  un  Quide  en  repos.  Cette 
vitesse  est  indépendante  de  la  nature  du  mouvement  qui  se  propage, 
pourvu  qu'il  ne  se  produise  pas  de  discontinuités. 

12.   Les  seconds  membres  des  trois  premières  équations  (<))  repré- 
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sentent  les  composantes  de  l'accélération  relative  au  point  considéré  de 
la  surface  de  l'onde.  Or  on  a,  d'après  (10), 

TàP  ~  ]~àP  ~  TdP' 

p  dx        p  dy         p  dz 

ce  qui  montre  que  l'accélération  relative  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  la  surface  de  l'onde. 

11  est  bien  connu  que,  si  l'on  considère  un  élément  de  volume  du 
fluide,  les  quantités 


dv 

dw 

dw 

du 

du 

dv 

dz 

ày' 

dx 

dz' 

dy 

dx 

représentent  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  cet 
élément  autour  de  son  axe  instantané. 

On  démontre  aisément  que,  pour  un  point  de  la  surface  de  Tonde,  la 
rotation  relative  est  nulle.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  chacune 

des  quantités 

^V__çAV      (AV  _    (M      <HJ    _d\ 
dz  dy         dU  dz  '      dy         dx 

s'annule  pour  tout  point  de  la  surface  de  l'onde. 

Or,  en  multipliant  la  deuxième  des  équations  (9)  par  V,  la  troisième 
par  —  [/.  et  ajoutant,  le  premier  membre  s'annule  en  vertu  des  équa- 
tions (10).  Quant  au  second  membre  il  devient,  en  tenant  compte  des 
équations  (10)  et  (1 1), 


dn 

~di 


dn 


La  vitesse  de  propagation  -j-  étant  différente  de  \u  -+-  \lv  -+-  vw,  il 
en  résulte  que  l'on  doit  avoir 


dV       d\V  __ 

dz  -■    dy  -°' 


ce  qui  démontre  le  théorème. 
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15.  Lorsque  le  fluide  considéré  est  un  gaz  parfait,  on  a 

P  =  F(/0  =  K/rl 

F'(p)=*p"-l=J-  ; 

yi  y        ni  '  mp 

la  vitesse  de  propagation  rapportée  au  fluide  est  ainsi  représentée  par 


</■ 


mp 
P 


et  par  l/— ^  lorsque  la  propagation  a  lieu  dans  le  repos.  La  formule 

ordinaire  de  la  vitesse  de  propagation  se  trouve  ainsi  établie  d'une  ma- 
nière entièrement  rigoureuse;  son  expression  analytique  reste  (railleurs 
la  même  quand  on  considère  la  propagation  d'un  mouvement  dans  un 
autre;  mais  la  valeur  numérique  dépend  de  la  pression  et  de  la  densité 
qui  correspondent  au  mouvement  primitif. 

14.   Quand  le  fluide  considéré  est  un  liquide,  la  relation  entre  la 
pression  et  la  densité  se  réduit  sensiblement  à 

p  =  A/>+  B, 

A  et  B  désignant  des  constantes.  La  vitesse  de  propagation  rapportée 

au  fluide  est  alors  égale  à 


\/b 


c'est  une  constante  absolue,  indépendante  non  seulement  du  mouve- 
ment qui  se  propage,  mais  aussi  du  mouvemenl  primitif. 

15.  Malgré  son  caractère  de  généralité,  la  théorie  précédente  esl 

encore  incomplète,  car  il  a  fallu  supposer  que   la   relation   p=  F(p) 
était  la  même  pour  tons  les  points  du  fluide.  Il  est  nécessaire  de  la 
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reprendre  en  regardant  la  fonction  F(/>)  comme  dépendant  des  coor- 
données initiales  des  molécules.  Je  montrerai,  dans  la  seconde  Partie 
du  Mémoire,  comment  on  parvient  à  ce  résultat,  en  prenant  les  équa- 
tions de  l'Hydrodynamique  sous  la  forme  qui  leur  a  été  donnée  par 
Lagrange. 
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